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KETERBATASAN OPERATOR TIPE VOLTERRA PADA RUANG
MORREY ANALITIK P

Moch Taufik Hakiki, Wono Setya Budhi, dan Denny Ivanal Hakim

Kelompok Keahlian Analisis dan Geometri, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Institut
Teknologi Bandung, Indonesia
*e-mail: moch.taufik81 @students.itb.ac.id

Abstrak. Pada makalah ini, kami membahas syarat cukup dan perlu dari keterbatasan operator
tipe Volterra pada ruang Morrey analitik £P? = LPAD), untuk p > 1, dan 0 < \ < 1
pada cakram satuan D di bidang kompleks. Lebih lanjut, kami melakukan investigasi pada
keterbatasan operator tipe Volterra dari ruang Morrey analitik LP*(D) ke £9"(D), dengan
p>q>1L,0< A<l dann=1- %(1 — A). Hasil di kasus kedua ini memperluas hasil
di kasus pertama, dan beberapa hasil yang telah diperoleh tentang keterbatasan operator tipe
Volterra pada ruang fungsi analitik.

Kata Kunci: keterbatasan, operator tipe Volterra, ruang Morrey analitik

1 PENDAHULUAN

Misalkan D menyatakan cakram satuan buka di bidang kompleks C, dan #H (D) menyatakan
himpunan semua fungsi yang analitik pada D. Untuk g € H(D), operator tipe Volterra 7T,
didefinisikan sebagai

T,f(z) = / " Fw)g (w) du

dengan f € H(D). Operator 7, merupakan operator Volterra klasik untuk g(z) = z. Pemba-
hasan tentang keterbatasan operator 7} antara fungsi-fungsi analitik menjadi salah satu topik
yang menarik untuk dikaji. Operator 7, pertama kali diperkenalkan oleh Pommerenke pada
ruang Hardy H? [1]. Aleman dan Siskakis di [2] memperoleh perluasan dari hasil Pommerenke
pada setiap ruang H”, untuk 1 < p < oo. Siskakis dan Zhao, mempelajari keterbatasan 7, pada
ruang BMOA [3]]. Studi lainnya tentang operator ini dapat dilihat, sebagai contoh, di [4} 5, 6,
/]| dan referensi-referensi di dalamnya.

Untuk 1 < p < oodan 0 < X < 1, ruang Morrey analitik £P* = £P*(D) didefinisikan
sebagai ruang dari semua fungsi di //? sedemikian sehingga fungsi batasnya memenuhi

1 ) 1/p
11 = (77 [150 = i l3E) 7 <o

dengan T menyatakan batas dari D, / menyatakan busur pada T,

| d(]
21

(= d¢=ie”de, |I|=(2m)"" / ¢, fr = @alz)) / TGRS
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Moch. Taufik Hakiki*, Wono Setya Budhi, Denny Ivanal Hakim

dan H? adalah ruang Hardy, yakni himpunan semua f € H (D) sehingga
1/p
= sp (5 [1700PIac)) <o

re(0,1)

Jelas bahwa || [, , merupakan semi-norma untuk ruang LPA. Sebuah norma pada ruang £P*
didefinisikan oleh

[l zpr = 1O+ ([ F ]l

Khusus untuk p = 2, ruang £>* pada bidang kompleks pertama kali diperkenalkan oleh Wu
dan Xie [8]. Ketika A = 0, dan A\ = 1, kita punya £P° = H? dan £P' = BMOA. Jika p > ¢
dan (A —1)/p > (n — 1)/q, ruang L? A memenuhi £P* C L7, Pembaca dapat merujuk ke [8)
9], dan referensi di dalamnya, tentang sifat-sifat umum dari ruang £,

Dalah beberapa tahun belakangan, studi tentang operator 7, pada ruang £ telah banyak
diperlajari. Diantaranya, Li, Liu, dan Lou mempelajari keterbatasan 7, pada £** [10], dan
Wang meninjau keterbatasan 7, dari £ A ke L2707 [11] Di [12], Yuan dan Tong mem-
peroleh hasil parsial tentang keterbatasan y pada Ep A, Terdorong oleh hasil-hasil yang mereka
peroleh, kami melakukan investigasi tentang keterbatasan operator 7, pada dua kasus:

T'Ep”\—>£p”\ 2 <p< oo,
T,: L2 — L2 50Y 0 p> g1

Pada kasus pertama, hasil kami akan melengkapi hasil di [12] (Lihat [Teorema 7| and [Teo-]
rema &). Pada kasus kedua kami membahas syarat cukup dan perlu untuk keterbatasan 7}, di
antara dua ruang Morrey.

Dalam keseluruhan makalah ini, kita notasikan /' < G apabila terdapat konstanta positif C
yang tidak bergantung kepada F' dan GG sedemikian sehingga /' < C'G. Lebih lanjut, notasikan
F =~ G (F dapat dibandingkan dengan (7) ketika F' < G < F berlaku.

2 LEMA-LEMA PENTING

Dalam bagian ini dituliskan beberapa lema untuk membantu pembuktian hasil utama. Kita
mulai dengan lema terkait norma dari ruang Morrey analitik yang dikutip dari [9].

Lema 1. Untuk 0 < A < 1dan1 < p < oo, fungsi f € H (D) merupakan fungsi di £P* jika
dan hanya jika
1l o s = Sup(l —1al) 7 £ 0 ga — F(@)ll g < 00,

Lema 2. Misalkan 0 < A < 1dan 1 < p < oo. Jika f € £P*, maka
(- 1P

Kita ingat kembali bahwa, untuk 0 < p < oo, ukuran Borel tak negatif ; pada ) disebut
sebagai ukuran Carleson-p jika

F S e D.

up LS

e IP
dengan S(I) ={z€D: 1 —|I| <|z| <1, dan z/|z| € I}. Ketika p = 1, ukuran Carleson-p
tereduksi menjadi ukuran Carleson (lihat, sebagai contoh, [13} |14]). Lema berikutnya dikutip
dari [13]] dan [15]].

< 00,
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Lema 3. Asumsikan p adalah ukuran tak negatif pada D. Maka p merupakan ukuran Carleson
jika dan hanya jika ketaksamaan

/le(Z)lpdu(Z)S/TIf(C)IpldCIZ [naiye

berlaku untuk setiap f € H?, p > 1.

Lema 4. Misalkan p adalah ukuran tak negatif pada D dan 0 < p, ¢ < oo. Maka p merupakan
ukuran Carleson-p jika dan hanya jika

1— |al?)?
o [ 0=l

d < 00.
U0 | =z W) <00

Untuk 1 < p < 00, =2 < ¢ < 00, dan 0 < s < oo, ruang F'(p, q, s) didefinisikan sebagai
ruang semua fungsi f € H(ID) sedemikian sehingga

1 e pgys) = Sup/ [F(2)IP(L = [2)7(1 = |pa(2)[*)* dA(2) < oo.
a€D JD

dengan ¢,(z) = (a — 2)/(1 — az), a € D dan dA(z) = (r/7) dr d0 menyatakan ukuran luas
ternormalisasi pada ID. Ruang F'(p, ¢, s), yang diperkenalkan oleh Zhao di [16], memuat banyak
ruang fungsi klasik, diantaranya adalah ruang Besov, Dirichlet, BMOA, () dan Bloch-a. Jika
s+ q < —1, ruang F(p, q, s) hanya berisi fungsi konstan [[16]. Fungsi di F'(p, ¢, s) juga dapat
dideskripsikan menggunakan ukuran Carleson-p berdasarkan lema berikut [[16].

Lema 5. Misalkan f € H(D). Maka f € F(p, q, s) jika dan hanya jika ukuran /., dengan
dpig(2) = |F/(2)P(1 = [22)7 dA(2)
merupakan ukuran Carleson-s.

Lema dan teorema berikut disadur dari [12]. Lema ini memberikan estimasi untuk semi-
norma || || ,.» ,. Sebagai konsekuensinya, diperoleh hasil tentang keterbatasan 7, pada £P.

Lema 6. Misalkan f € £P*, 0 < A < 1.
(a) Jika 1 < p < 2, kita punya

1~ Jaf2) i
PoLS ( (2)P(1 = 227~ dA(2).
s, Ssup [ S PP (L= R dAG)

(b) Jika 2 < p < o0, kita punya
1=la 2\2—-A B
. 2w [ S e~ et aace),
ac D

11— az|?

Teorema 7. Misalkan g € H(D)dan0 < A < 1.Jikal <p <2dang € F(p,p — 2,1), maka
T, : LP* — LPA terbatas.
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3 HASIL UTAMA
Pertama-tama, kita berikan syarat perlu untuk keterbatasan T}, on £P*. Digabungkan dengan
maka kita dapatkan syarat cukup dan perlu untuk keterbatasan 7}, pada LPA,

Teorema 8. Misalkan g € H(D) dan 0 < A < 1. Jika2 < p < co dan T, : LP* — LPA
terbatas, maka g € F'(p,p — 2, 1).

Bukti. Untuk sembarang busur I C T, misalkan ¢ adalah pusat dari I dan tulis b = (1 — |I])(.
Mudah dibuktikan dengan argumen geometris bahwa 1 — |b|? ~ |1 — bz| ~ |I| untuk semua
z € S(I). Misalkan f, adalah fungsi pada D yang didefinisikan oleh

(1 )%
1—bz '

fo(z) =

Telah dibuktikan di [11] bahwa f, € £P* dan || fy|| -, < 1. Karena T, terbatas, kita punya
T,f, € LP*. Karena 2 < p < oo, berdasarkan b) dan kita simpulkan
bahwa ukuran p pada D, dimana du(z) = [(T,f,)'(z)[P(1 — |2]?)P~ ! dA(z) merupakan uku-
ran Carleson-)\, yang berarti

apPSI) 1
ICT |[|)\ ICT |[|)\

/ (T /) ()P = |2 dA() < oo.
S(I)
Perhatikan bahwa fungsi f, memenuhi |f,(z)| = |I|*~Y/P untuk semua z € S(I). Jadi,
1 _ 1 _
W/sm (@AY P A = o [ Mg (P Q= )7 A

S(1
1
~ —A/ 112 ()P (1 = |2~ dA(z)
1] S(I)
1
[P - aac),
1] Jsn
Dengan demikian, kita simpulkan bahwa ukuran /1, dengan d,ug(z) = |g/(z)‘p<1_|z’2)p—l dA(z)

merupakan ukuran Carleson, yang ekuivalen dengan g € F(p,p — 2, 1). [

Catatan 9. Untuk p = 2, F(p,p — 2,1) = BMOA [16]. Akibatnya, berdasarkan
dan g € BMOA merupakan syarat cukup dan perlu untuk keterbatasan operator
T, : £*>* — £>*. Hasil ini telah dibuktikan di [10].

Selanjutnya kita tinjau kasus 7}, : £P* — £27507Y untuk p > q > 1. Syarat cukup dan

perlu untuk keterbatasan 7, dituliskan dalam teorema berikut.

Teorema 10. Misalkan g € H(D),0 < A < 1,danp > q.
(a) Jikal < g<2dang € F(q,q—2,1), maka T} : LP* — £ 507V terbatas.

(b) Jika2 < g <oodanT,: LP* — L7507 terbatas, maka g € F(q,q—2,1).
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Bukti. Kita hanya tuliskan bukti untuk bagian (a). Bukti untuk bagian (b) serupa dengan bukti
Misalkan f € £P*, dan asumsikan ¢ € F(q,q — 2,1), 1 < ¢ < 2. Dengan

menggunakan kita punya

a2y
701 gcsy, S5 [ A L) () (1 — 2P)e dA(2)

rP1-5 ,* acD ’1 _ CLZ|2
2(1-))
(L — Jaf)"*>" )
S Stelg/D T—a:p 1£(a)|7g'(2)|%(1 — |2[2)7 P dA(z)

_gl2) N
T sup / = lal) 77 ) — F@)lflg(2)(1 — |2) " dA(2).

a€D |1 —az|2

Misalkan /; dan I berturut-turut menyatakan integral pertama dan kedua pada penjumlahan di
atas. Pertama-tama kita cari estimasi /;. Berdasarkan|Lema 2}

(1— |a|2)1+%(1_>‘) 2\ (A1) q ' 2yg—1
I < sup (1 |a)EO £ [ ()L — [ dA()
D

acD |1 —az|?

= (£l NN ey < 0.

Untuk mendapatkan estimasi dari /5, kita gunakan untuk menyimpulkan bahwa ukuran
g dengan dp, (2) = |¢'(2)]%(1 — |2|*)?~ ! dA(z) merupakan ukuran Carleson. Tuliskan integral
kedua sebagai

(2) — f(a)

b | (T —az)7s

q
I, = sup(1 — [a[?)" (Y dpy (2)-
a€h
Kondisi p > ¢ mengakibatkan f € LP* C £97307Y = 4. Mudah untuk menunjukkan
bahwa (f(2) — f(a))/(1 — @z)*? € H?. Karena p1, adalah ukuran Carleson, maka dengan
menggunakan kita dapatkan

(€)= fla@)]*
| (I —ag)*/e

I S sup(1 — Ja[*)" 207

ac€bD
9(1-X) — laf?
=sup(l — |a / f(¢ d¢
GGD( lal?)» | |1 <|2\ k
Substitusi £ = ¢,(¢) € T pada integral terakhir. Kita punya
B Ssup(1 = o) 0730 [ 70 6,(6) = f(a)pag
ac
= 1l jar-gan , S 1Fllgor . < 00
Jadi, |\Tgf||£q71_%(1_k) , <oodanTj: £r> — L9750 terbatas. O

Catatan 11. Jika p = ¢, tereduksi menjadi [Teorema 7| dan [Teorema 8| Lebih
lanjut, jika p > ¢ = 2, g € BMOA merupakan syarat perlu dan cukup untuk keterbatasan

T, : £r* — £2'~30~Y_ Hasil ini telah ditunjukkan di [11].
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