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Abstrak

Konsep bilangan terhubung pelangi lokasi pada graf merupakan salah satu inovasi dalam teori
pewarnaan graf yang menggabungkan konsep pewarnaan titik pelangi dan dimensi partisi pada
graf. Konsep ini bertujuan untuk menentukan bilangan bulat positif terkecil k sehingga terdapat
pewarnaan-k pelangi lokasi pada graf yang memungkinkan setiap titik memiliki kode pelangi
yang unik. Dalam penelitian ini, kami mengkaji bilangan terhubung pelangi lokasi pada graf
kemudi dan graf jaring. Hasil dari kedua graf menunjukkan bahwa jumlah titik pemotong
berbanding lurus dengan bilangan terhubung pelangi lokasi pada graf kemudi dan graf jaring

Kata Kunci: Bilangan terhubung pelangi Lokasi; Graf jaring; Graf kemudi, Kode pelangi,
pewarnaan pelangi lokasi.

Abstract

The concept of the locating rainbow connection number of a graph is an innovation in graph
coloring theory that combines the concepts of rainbow vertex coloring and partition dimension
on graphs. This concept aims to determine the smallest positive integer k such that there exists a
location rainbow k-coloring on the graph, ensuring that every vertex has a unique rainbow code.
In this study, we investigate the locationg rainbow connection number of helm graph and web
graph. The results of both graphs show that the number of intersection points is directly
proportional to the rainbow connection number of the helm graph and the web graph.

Keywords: Helm graph, Locating rainbow coloring, Locating rainbow connection number,
Rainbow code, Web graph
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1. Pendahuluan

Konsep bilangan terhubung pelangi lokasi pada graf adalah konsep baru dalam teori
pewarnaan graf yang diperkenalkan oleh Bustan et al., (2021). Konsep ini merupakan kombinasi
antara konsep pewarnaan titik pelangi dan konsep dimensi partisi pada graf. Konsep pewarnaan titik
pelangi adalah konsep mewarnai titik pada graf yang mengharuskan untuk setiap dua titik berbeda
di suatu graf dihubungkan oleh lintasan titik pelangi (Krivelevich & Yuster, 2010). Beberapa hasil
yang berkaitan dengan konsep pewarnaan titik pelangi dapat dilihat pada Simamora & Salman
(2015), Bustan & Salman (2018) dan Bustan & Salman (2019). Sementara itu, konsep dimensi partisi
merupakan konsep pada graf yang berkaitan dengan ukuran minimum dari partisi himpunan titik graf
sedemikian rupa sehingga setiap titik dapat diidentifikasi secara unik berdasarkan vektor jaraknya ke
setiap bagian dalam partisi tersebut (Chartrand..et al, 2008).

Misalkan G = (V (G), E(G)) merupakan graf sederhana, berhingga, dan terhubung serta k
adalah suatu bilangan bulat positif, pewarnaan-k titik pelangi pada G adalah suatu pemetaan c :
V (G) = [1,k] sehingga untuk setiap dua titik berbeda u dan v di G terdapat lintasan yang
menghubungkan keduanya dengan titik-titik internalnya berwarna berbeda. Suatu lintasan P pada G
yang titik-titik internalnya berbeda warna dikatakan sebagai lintasan titik pelangi. Bilangan
terhubung titik pelangi graf G, dinotasikan dengan rvc(G), adalah bilangan bulat positif terkecil k
sehingga terdapat pewarnaan-k titik pelangi pada G. Untuk i € [1, k], misalkan R; adalah himpunan
titik-titik yang diberi warna i dan I = R4, R,, ..., R, merupakan partisi terurut dari V (G). Kode
pelangi titik v € V (G) terkait II, dinotasikan dengan rcy(v), adalah tupel-k terurut yang
didefinisikan ~ sebagai  rcp(v) = (d(v, Ry),d(v,Ry), ..., d(v, Rk)) dengan  d(v,R;) =
{mind(v,y)|y € R;} untuk setiap i € [1,k]. Jika setiap titik di G memiliki kode pelangi yang
berbeda, maka pewarnaan ¢ disebut pewarnaan k pelangi lokasi pada . Bilangan terhubung pelangi
lokasi graf G, dinotasikan dengan rvcl(G), didefinisikan sebagai bilangan bulat positif terkecil k
sehingga terdapat suatu pewarnaan-k pelangi lokasi pada G. Hasil-hasil yang berkaitan dengan
bilangan terhubung pelangi lokasi pada graf dapat dilihat dalam Bustan et al (2023) dan Bustan et al
(2025).

Berikut ini adalah beberapa hasil penelitian terdahulu terkait bilangan terhubung pelangi
lokasi pada graf yang diperlukan dalam pembuktian hasil penelitian ini.

Lema 1 (Bustan et al.,2021) Misalkan m merupakan suatu bilangan bulat positif dengan m = 3.
Jika G merupakan graf terhubung berorde m, maka 2 < rvcl(G) < m.

Lema 2 (Bustan et al.,2021) Misalkan ¢ merupakan suatu pewarnaan pelangi lokasi dari G dan u
dan v merupakan dua titik berbeda di G. Jika d(u,x) = d(v,x) untuk x € V(G) — {u, v}, maka
c(u) # c(v).

Lema 3 (Imrona et al.,2021) Jika p adalah banyaknya titik pemotong pada suatu graf G, maka
rvcl(G) = p.

Seperti yang dinyatakan pada Lema 1.3 bahwa banyaknya titik pemotong pada suatu graf
dapat dijadikan sebagai salah satu tinjauan dalam membuktikan batas bawah dari bilangan terhubung
pelangi lokasi suatu graf. Oleh karena itu, pada penelitian ini kami akan mengeksplorasi bilangan
terhubung pelangi lokasi pada graf yang memuat titik pemotong, yaitu graf kemudi dan graf jaring.
Graf kemudi berorde m > 3, dinotasikan dengan H,,, adalah graf yang diperoleh dari graf roda
berorde dengan menambahkan sebuah sisi daun dari setiap titik dari lingkaran (Weisstein, 2007).
Selanjutnya sebelum mendefinisikan graf jaring terlebih dahulu diberikan definisi terkait graf prisma
bertumpuk. Graf prisma bertumpuk, Y,,,, adalah graf sederhana yang dibentuk melalui hasil
perkalian kartesius antara sebuah graf siklus C,,, dan graflintasan B,,, dengan m dan n adalah bilangan
bulat positif dengan m, n = 3 (Gallian, 2007). Graf jaring (web graph), sebagaimana didefinisikan
oleh Koh et al. (1980) dan Gallian (2007), adalah graf Y;,,,; ;3 dengan sisi-sisi dari siklus terluar
dihilangkan.
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2. Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode studi literatur dengan tahapan
penelitian sebagai berikut: (1) Studi literatur: mengkaji fakta, observasi, lema ataupun teorema yang
berkaitan dengan konsep bilangan terhubung pelangi lokasi pada graf dan karakteristik pada graf
kemudi dan graf jaring. Selain itu, juga dilakukan pengkajian terhadap metode pembuktian yang
tepat untuk lema dan teorema yang akan dibuktikan. (2) Membuat hipotesis: dirumuskan hipotesis
yang berkaitan dengan nilai dari bilangan terhubung pelangi lokasi pada graf kemudi dan graf jaring
yang dirumuskan dalam suatu teorema ataupun lema. (3) Pembuktian teorema: Pada tahapan ini
dilakukan pembuktian terhadap bilangan terhubung pelangi lokasi pada graf kemudi dan graf jaring.
(4) Penarikan kesimpulan: Hipotesis yang berhasil dibuktikan dirumuskan dalam suatu teorema.

3. Hasil dan Pembahasan

Didefinisikan [a,b] = {x € Z| a < x < b} untuk memudahkan penulisan. Hasil utama
dalam penelitian ini terbagi menjadi dua subbab, yaitu subbab 3.1 yang membahas tentang bilangan
terhubung pelangi lokasi pada graf kemudi dan subbab 3.2 tentang bilangan terhubung pelangi lokasi
pada graf jaring.

3.1 Bilangan terhubung pelangi lokasi pada graf kemudi

Misalkan himpunan titik dan himpunan sisi dari graf kemudi secara berturut-turut sebagai
berikut:  V(Hp,) = {v;li € [0,m]} U {w;li € [1,m]} dan E(Hp) = {v;vi1li € [1,m—1]}U
{vmv1} U {v;veli € [1,m]} U {v;w;]i € [1,m]} (lihat Gambar 1 untuk ilustrasi). Graf kemudi H,,
memiliki jumlah titik sebanyak 2m + 1 dan jumlah sisi sebanyak 3m.

oy
Gambar 1. Graf H,,

Teorema 1. Misalkan m merupakan bilangan asli dengan m > 3. Jika H(m) merupakan graf kemudi
berorde 2m + 1, maka

) = {1 =
Bukti.

Pembuktian terbagi menjadi dua kasus sebagai berikut.

Kasus1.m = 3

Berdasarkan Lemma 1.1 dan Gambar 2 diperoleh rvcl(Hsz) = 4.
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Gambar 2. Suatu pewarnaan pelangi lokasi pada graf H;

Kasus2.m = 4

Diketahui graf H,, memiliki m titik pemotong, sehingga berdasarkan Lema 1.3 diperoleh
rvcl(H,,) = m. Selanjutnya ditunjukkan rvcl(H,,) < m dengan mendefinisikan suatu pewarnaan
titik dengan c: V(H,,) — [1, m] sebagai berikut.

c(vo) = 1;
c(v;) =iuntuk i € [1,m];

c(w;) =iuntuki € [1,m].

Perhatikan tabel lintasan-x — y titik pleangi berikut ini.

Tabel 1. Lintasan-x — y titik pelangi

X y Keterangan Lintasan-x — y titik pelangi
v; v i,je[l,m]i+]j ViV V;
vy v j €[1,m] VoV
vy w; j €[2,m] VoVjW;
v; W] l,] € [1,m],l :] U]W]
i;j € [1:m]:l * ]:] <i ViVi—1Vj_2 wuun U]W]
LJ € [1'm]'l ¢J'> l ViVit1Viy2 U]W]
w; w; i €[2,m] WUV 1 Vij_aVj_3 ... U3V Wy
w; w; i,j €[2,m] WDV VW

Berdasarkan tabel di atas diperoleh setiap sebarang dua titik berbeda di H,,, selalu terdapat
lintasan titik pelangi yang menghubungkannya. Selanjutnya perhatikan fakta-fakta yang berkaitan
dengan kode pelangi yang diakibatkan pewarnaan titik di atas.

1. c(v;) # c(vj) untuk i,j € [1,m],i # j, sehingga rcy(v;) # rcn(vj).
2. c(w;) # c(wj) untuk i,j € [1,m],i # j, sehingga rcp(w;) # rcn(wj).

3. Warna 1 hanya digunakan di titik vy, v;, dan wy. Sementara itu, d(vy, R;) = 1 untuk i €
[2,m], d(vq,R;) = 2 untuk i € [3,m — 1], dan d(w;,R;) = 3 untuk i € [3,m —1].
Oleh karena itu, titik v, v1, dan w; tidak memiliki kode pelangi yang sama.

4. Setiap warna selain warna 1 hanya digunakan pada dua titik, di mana c(v;) = c(w;)
untuk i € [2,m]. Di sisi lain, d(v;, R;) = 1 sedangkan d(w;, R;) = 2. Oleh karena itu,
req(vy) # reg(wy).
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Poin 1-4 menunjukkan bahwa setiap titik pada graf H,, memiliki kode pelangi yang berbeda. Oleh
karena itu, berdasarkan bukti keterhubungan titik pelangi pada graf dan kondisi kode pelangi pada
graf H,,, maka rvcl(H,,) = m untukm > 4. m

Gambar 3 mengulistrasikan suatu pewarnaan pelangi lokasi pada graf Hg,.
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Gambar 3. Suatu pewarnaan pelangi lokasi pada graf Hg

3.2 Bilangan terhubung pelangi lokasi pada graf jaring

Misalkan himpunan titik dan himpunan sisi dari graf jaring didefiniskan sebagai berikut: V(W) =
wli € [1,m]} U{y;li € [L,mfu{w;li € [1,m]} dan  E(Wp) = {usuisqli € [Lm —1]}U
{unu} U {vviqli € [1,m — 1]} U {v, v} U {y;v;]i € [1,m]} U {v;w;]i € [1,m]} (lihat Gambar
4 untuk ilustrasi). Graf jaring W,,, memiliki jumlah titik dan sisi masing-masing sebanyak 3m.

Gambar 4. Graf W,

Teorema 2 Misalkan m dan n adalah bilangan asli dengan m > 3 dan n > 1. Jika W, adalah graf
jaring berorde 3m, maka

rvcl(W,) =m

Bukti.

(b)

Gambar 5. Suatu pewarnaan pelangi lokasi pada graf (a) W3 dan (b) W,
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Diketahui graf W, memiliki m titikk pemotong, sehingga berdasarkan Lema 1.3 diperoleh
rvcl(W,,) = m. Selanjutnya ditunjukkan rvcl(W,,) < m. Untuk m = 3,4, telah diberikan suatu
pewarnaan pelangi lokasi seperti yang ditunjukkan pada Gambar 5. Sedangkan untuk m =5
ditunjukkan dengan mendefinisikan suatu pewarnaan titik dengan c:V(W,,) = [1,m] sebagai

berikut.
c(v;) =iuntuk i € [1,m];
c(w;) = c(v;) untuk i € [1,m];
m—1, untuk i = 1;
c(u) = m, untuk i = 2;
i —2,untuki € [1,m — 3].
Perhatikan tabel lintasan-x — y titik pelangi berikut ini.
Tabel 2. Lintasan-x — y titik pelangi
X y Keterangan Lintasan-x — y titik pelangi
u; u; Lj€E[lm]i#j,i>] Ul Ui pUj 3. U
Ljellmli#ji<j Uil U2 U3, Uy
v; v; i,je[l,mli+j,i>j ViV VipVi_3. V]
Ljellmli#ji<j ViVit1Vit2Vis3..Y)
w; w; iL,jeE[,mli+j,i>]j WUV 1 Vi_pVi_3. VjW;
Ljellmli#j,i<j WiUiViy1Vi2Viy3. VjW;
u; v; i,je[l,m]i=j u;v;
LjE[lLm]i#j,i>] Uy Ui Uiz o UV
Lj€lLmli#j,i<j Ul Uiy Uip3 - UV
u; w; i,je[l,m],i=j U; VW
Ljellmli#ji>j Ul g Uj_ Uiz o UV W
Ljellmli#ji<j Uiy 1 U Uiss e - UV W
v; w; i,jE[L,m]i=j v;W;
i,je[lL,mli+j,i>]j ViV Vi Vi3, VjW;

LjE€lmli#)i<j ViVi+1Vit2Vivs... ViWj

Berdasarkan  tabel di atas diketahui selalu terdapat lintasan titik pelangi yang
menghubungkan sebarang dua titik berbeda di W,,. Selanjutnya perhatikan fakta-fakta yang berkaitan
dengan kode pelangi yang diakibatkan pewarnaan titik di atas.

—_—

Bl e

c(u;) # c(u;) untuk i,j € [1,m],i # j, sehingga rep(u;) # rep(y)).

c(v;) # c(vj) untuk i,j € [1,m],i # j, sehingga rcy (v;) # rcn(vj).

c(w;) # c(w;) untuk i, j € [1,m],i # j, sehingga rep(w;) # rep(wy).

Setiap warna hanya digunakan sebanyak tiga kali sebagai berikut.

a.

c(u) =c(wp_1) =cwy_) =m—1. Sementara itu d(uy, R =1,
dWpm-1, R1) #1, dwpy_1,R) # 1, dan d(vp,—1, R1) < d(Wy—1, R1), sehingga
ren(ug) # ren(Wim-1) # rep(Win-1).

c(uy) = c(vy) = c(wy,) = m. Sementara itu, d(u,,R,) =1, d(v,,R,) #1,
d(wm,Ry) #1, dan d(vy,, R1) < d(wy,, Ry), sehingga rcp(uy) # reg(vy,) #
ren(Wi).

c(Uujyo) = c(v;) = c(w;) untuk i € [1,m — 2]. Titik w; tidak pernah berjarak satu
dengan R; untuk i € [1, m], sebaliknya untuk u;, , dan v;, terdapat setidaknya warna
w dan x sehingga d(u;4,, Ryy) = 1 dan d(v;, R,) = 1, sehingga titik w; memiliki
kode pelangi yang berbeda dengan wu;,, dan wv;. Selanjutnya diketahui
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d(Uis2, Riys) =1 sedangkan d(v;,R;y4) # 1. Oleh karena itu, rcg(uis,) #
req(vy) # reg(wy).

Poin 1-3 menunjukkan bahwa setiap titik pada graf W,,, memiliki kode pelangi yang
berbeda. Oleh karena itu, berdasarkan bukti keterhubungan titik pelangi pada graf dan kondisi kode
pelangi pada graf W,,, maka rvcl(W,,) = m untukm > 3. m

Gambar 6 mengulistrasikan suatu pewarnaan pelangi lokasi pada graf Wj.

Win,2,3,3.3.2)

Gambar 6. Suatu pewarnaan pelangi lokasi pada graf Wy

4. Kesimpulan

Hasil yang diperoleh dari kedua jenis graf menunjukkan bahwa jumlah titik pemotong
berbanding lurus dengan bilangan terhubung pelangi pada graf kemudi dan graf jaring.
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