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Abstract. Given a 𝑝-adic metric space (ℚ, 𝑑𝑝) with a 𝑝-adic metric, a metric that induced by using an absolute 

value of 𝑝 -adic on the set ℚ . nn this paper, we will show that (ℚ, 𝑑𝑝)  is a non-Archimedean metric space. 

Moreover, we will investigate some topology properties namely, properties of open and close ball which apply 

on 𝑝-adic metric space (ℚ, 𝑑𝑝). 

 
2010 Mathematical Subject Classification : 26E30, 30L99. 
Keywords: close ball, open ball, p-adic metric space, non-Archimedean metric space 

 
 

1. Pendahuluan 

Ruang metrik merupakan salah satu kajian dalam bidang analisis yang terus dikembangkan. Ruang metrik 

merupakan suatu himpunan tak kosong 𝑋  yang dilengkapi suatu metrik 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ  yang memenuhi 

beberapa aksioma tertentu [1]. Salah satu ruang metrik adalah (ℝ, 𝑑) dengan metrik 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| untuk 

setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ. Diketahui bahwa metrik 𝑑 merupakan metrik yang diinduksi dengan menggunakan fungsi 

norm yaitu nilai mutlak pada ℝ [2] .  Fenomena ini kemudian memotivasi pendefinisian metrik dengan suatu 

fungsi norm. Salah satunya adalah metrik 𝑝 −adic yang didefinisikan melalui nilai mutlak 𝑝 −adic [3].   

 

Nilai mutak 𝑝 −adic merupakan suatu fungsi yang didefinisikan dengan konsep order suatu 𝑎 ∈ ℤ pada suatu 

bilangan prima 𝑝  dinotasikan 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎 . Diketahui bahwa dengan 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎 = 𝑚  dimana 𝑚  merupakan suatu 

bilangan bulat terbesar sedemikian sehingga 𝑝𝑚  habis membagi 𝑎  [4]. Salah satu sifat yang berlaku dari 

order adalah 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎𝑏 = 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎 + 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏. Hal ini kemudian memotivasi munculnya pendefinisian order suatu 

bilangan rasional 𝑥 =
𝑎

𝑏
 dengan 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑥 = 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎 − 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏. Dengan memanfaatkan konsep order, didefinisikan 

suatu fungsi yaitu 

|∙|𝑝: ℚ → ℚ 

dengan |𝑥|𝑝 = 𝑝−𝑜𝑟𝑑𝑝𝑥 yang kemudian disebut dengan nilai mutlak 𝑝 −adic [4].  

 

Sama halnya dengan pendefinisian metrik 𝑑  dengan memanfaatkan fungsi nilai mutlak, dapat dibentuk 

metrik pada ℚ yang dibentuk berdasarkan dengan nilai mutlak 𝑝 −adic yaitu  

𝑑𝑝: ℚ × ℚ → ℚ 

mailto:novitadahoklory93@gmail.com
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dengan 𝑑𝑝(𝑥. 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|𝑝 . Metrik 𝑑𝑝  disebut sebagai metrik 𝑝 − adic sedangkan ruang metrik (ℚ, 𝑑𝑝) 

disebut sebagai ruang metrik 𝑝 − adic [3]. Secara khusus, ruang adalah ruang metrik (ℚ, 𝑑𝑝)  merupakan 

ruang metrik non-Archimedean yakni ruang metrik yang memenuhi sifat ketaksamaan segitiga kuat yaitu 

𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ maks{𝑑(𝑥, 𝑦), 𝑑(𝑦, 𝑧)} untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℚ [5]. 

 

Dalam penelitian ini, akan dijelaskan ruang metrik 𝑝 −adic secara khusus pada himpunan ℚ. Selanjutnya, 

dengan memanfaatkan sifat ruang metrik (ℚ, 𝑑𝑝)  sebagai ruang metrik non-Archimedean, akan diselidiki 

sifat-sifat topologi ruang metrik (ℚ, 𝑑𝑝).  

 

2. Hasil dan Pembahasan 

Pada bagian ini akan dibahas ruang metrik 𝑝 − adic (ℚ, 𝑑𝑝)  serta akan diberikan sifat-sifat topologi yang 

berlaku di dalam ruang metrik 𝑝 −adic (ℚ, 𝑑𝑝). 

2.1. Ruang Metrik 𝒑 −Adic 

Pada bagian ini akan dijelaskan ruang metrik 𝑝 −adic. Namun sebelumnya dijelaskan terlebih dahulu konsep 

order suatu bilangan bulat pada 𝑝 dengan 𝑝 suatu bilangan prima. 

Definisi 1. [3] Misalkan 𝑝  suatu bilangan prima dan 𝑎 ∈ ℤ . rrder dari 𝑎  pada 𝑝  merupakan fungsi yang 

didefinisikan sebagai 

𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎 = {
maks{𝑚|     𝑝𝑚|𝑎, 𝑥 ≠ 0

∞, 𝑥 = 0.
 

 

Dengan kata lain, 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎  merupakan bilangan bulat terbesar 𝑚  sedemikian sehingga 𝑝𝑚  habis membagi 𝑎. 

Untuk memperjelas definisi di atas, diberikan contoh order suatu bilangan bulat sebagai berikut.  

Contoh 2 

Diberikan bilangan prima 𝑝 = 5. Diperoleh  

1. 𝑜𝑟𝑑545 = 1 karena 45 = 32 ∙ 5 sehingga 1 merupakan bilangan bulat terbesar sedemikian sehingga 51 

habis membagi 35. 

2.  𝑜𝑟𝑑53 = 0 karena 0 merupakan bilangan terbesar dengan 50 habis membagi 3. 

 

Selanjutnya, akan diberikan sifat-sifat yang berhubungan dengan order suatu bilangan yang disajikan dalam 

Lema berikut ini. 

Lema 3. [6] Diberikan 𝑝 suatu bilangan prima dengan 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ. Belaku 

i. 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎𝑏 = 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎 + 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏;   

ii. 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) ≥ 𝑚𝑖𝑛 {𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎𝑑, 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏𝑐} 

Bukti. 

Diketahui 𝑝 prima dengan 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ. Misalkan 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎 = 𝑚, 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏 = 𝑛 dan 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎𝑏 = 𝑞. 

i. Pertama-tama, akan ditunjukkan terlebih dahulu 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎+𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏 ≤ 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎𝑏  yaitu 𝑚 + 𝑛 ≤ 𝑞 . 

Karena 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎 = 𝑚, 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏 = 𝑛 dan 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎𝑏 = 𝑞, yang berarti 

𝑝𝑚𝑝𝑛|𝑎𝑏 

𝑝𝑚+𝑛|𝑎𝑏. 

Karena 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎𝑏 = 𝑞, diperoleh 𝑚 + 𝑛 ≤ 𝑞. 

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎𝑏 ≤ 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎+𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏  yaitu 𝑞 ≤ 𝑚 + 𝑛.  Diandaikan 𝑞 >

𝑚 + 𝑛. Dengan kata lain 𝑞 = 𝑚 + 𝑛 + 𝑟 untuk suatu 𝑟 > 0. Artinya, 

𝑝𝑚+𝑛+𝑟|𝑎𝑏. 

Karena, 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎 = 𝑚 , diperoleh   𝑝𝑛+𝑟|𝑏.  Hal ini menimbulkan kontradiksi, karena 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏 = 𝑛 . 

rleh karena itu, diperoleh 𝑞 ≤ 𝑚 + 𝑛 . 

Tebukti, 𝑞 = 𝑚 + 𝑛 yaitu 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎𝑏 = 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎 + 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏. 
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ii. Misalkan 𝑚𝑖𝑛 {𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎𝑑, 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏𝑐} = 𝑥  yaitu 𝑥 ≤ 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎𝑑  dan 𝑥 ≤ 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏𝑐 . aadi, 𝑝𝑥|𝑎𝑑  dan 𝑝𝑥|𝑏𝑐 

sehingga𝑝𝑥|𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 . Dengan demikian, diperoleh 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) ≥ 𝑥  yang berarti 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑎𝑑 +

𝑏𝑐) ≥ 𝑚𝑖𝑛 {𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎𝑑, 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏𝑐}. ∎ 

 

Berdasarkan sifat di atas, diperoleh 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎𝑏 = 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎 + 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏. Sifat kemudian memotivasi pendefinisian 

order dari suatu bilangan rasional 𝑥 =
𝑎

𝑏
  yang disajikan dalam definisi berikut 

Definisi 4. [4] Diberikan himpunan ℚ  dengan suatu bilangan prima 𝑝 . rrder dari suatu 𝑥 =
𝑎

𝑏
∈ ℚ  pada 𝑝 

didefinisikan sebagai 

𝑜𝑟𝑑𝑝𝑥 = 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎 − 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏 

untuk suatu 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ dengan 𝑏 ≠ 0.  

Berikut contoh order dari suatu bilangan rasional. 

Contoh 5 

Diberikan 𝑝 = 5 dengan 𝑥 =
7

45
 dan 𝑦 =

50

8
. Diperoleh 

𝑜𝑟𝑑5

7

45
= 𝑜𝑟𝑑57 − 𝑜𝑟𝑑545 = 0 − 1 = −1 

dan 

𝑜𝑟𝑑𝑝

50

8
= 𝑜𝑟𝑑550 − 𝑜𝑟𝑑58 = 2 − 0 = 2. 

Selanjutnya akan diberikan sifat order pada himpunan ℚ yang disajikan dalam proposisi berikut. 

  

Proposisi 6. [3] Diberikan suatu bilangan prima 𝑝 dengan 𝑥, 𝑦 ∈ ℚ. Berlaku 

(1) 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑥𝑦 = 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑥 + 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑦;   

(2) 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑥 + 𝑦) ≥ 𝑚𝑖𝑛 {𝑜𝑟𝑑𝑝𝑥, 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑦} 

Bukti 

Diberikan 𝑥, 𝑦 ∈ ℚ yaitu 𝑥 =
𝑎

𝑏
 dan 𝑦 =

𝑐

𝑑
 untuk suatu 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ dengan 𝑏, 𝑑 ≠ 0.  Berdasarkan Definisi 4 

dan Lema 3, didapatkan 

(1) 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑥𝑦 = 𝑜𝑟𝑑𝑝(
𝑎

𝑏
∙

𝑐

𝑑
) 

= 𝑜𝑟𝑑𝑝(
𝑎𝑐

𝑏𝑑
)  

= 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑎𝑐) − 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑏𝑑)  

= 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎 + 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑐 − 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏 − 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑑  

= 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎 − 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏 + 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑐 − 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑑 

= 𝑜𝑟𝑑𝑝

𝑎

𝑏
+ 𝑜𝑟𝑑𝑝

𝑐

𝑑
 

= 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑥 + 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑦. 

(2) 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑥 + 𝑦)  = 𝑜𝑟𝑑𝑝(
𝑎

𝑏
+

𝑐

𝑑
) 

= 𝑜𝑟𝑑𝑝

𝑎𝑑 + 𝑏𝑐

𝑏𝑑
 

= 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) − 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏𝑑 

≥ 𝑚𝑖𝑛 {𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎𝑑, 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏𝑐} − 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏𝑑 

= 𝑚𝑖𝑛 {𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎𝑑 − 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏𝑑, 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏𝑐 − 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏𝑑} 

= min {𝑜𝑟𝑑𝑝

𝑎𝑑

𝑏𝑑
, 𝑜𝑟𝑑𝑝

𝑏𝑐

𝑏𝑑
} 

= min {𝑜𝑟𝑑𝑝

𝑎

𝑏
, 𝑜𝑟𝑑𝑝

𝑐

𝑑
} 

= 𝑚𝑖𝑛 {𝑜𝑟𝑑𝑝𝑥, 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑦}. 

Terbukti, 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑥𝑦 = 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑥 + 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑦 dan 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑥 + 𝑦) ≥ 𝑚𝑖𝑛 {𝑜𝑟𝑑𝑝𝑥, 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑦}. ∎ 
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Pendefinisian order suatu bilangan rasional pada 𝑝 kemudian memotivasi fungsi nilai mutlak 𝑝 − 𝑎𝑑𝑖𝑐 |∙|𝑝 

pada ℚ yang disajikan dalam definisi berikut. 

 

 

Definisi 7. [4] Diberikan himpunan ℚ dengan bilangan prima 𝑝. Nilai mutlak 𝑝 − 𝑎𝑑𝑖𝑐 dari suatu 𝑥 =
𝑎

𝑏
∈ ℚ 

didefinisikan sebagai 

|𝑥|𝑝 = {

1

𝑝𝑜𝑟𝑑𝑝𝑥 , 𝑥 ≠ 0

0, 𝑥 = 0.

 

Berikut akan diberikan contoh nilai mutlak 𝑝 − 𝑎𝑑𝑖𝑐 dari suatu bilangan di ℚ.  

Contoh 8 

Diberikan 𝑝 = 5 dengan 𝑥 =
7

45
 dan 𝑦 =

50

8
. Menurut Contoh , didapatkan 

|
7

45
|

5
=

1

5𝑜𝑟𝑑5
7

45

=
1

5−1 = 5 

dan 

|
50

8
|

5
=

1

5𝑜𝑟𝑑5
50
8

=
1

52 =
1

25
. 

 

Dengan menggunakan norm | ∙|𝑝, dikonstruksikan suatu metrik pada ℚ yang didefinisikan sebagai 

𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|𝑝 

Selanjutnya akan ditunjukkan (ℚ, 𝑑𝑝) merupakan ruang metrik. Namun sebelumnya diberikan terlebih 

dahulu definisi ruang metrik non-Archimedean. 

 

Definisi 9, [5] Suatu ruang metrik (𝑋, 𝑑) disebut ruang metrik non-Archimedean jika memenuhi sifat segitiga 

kuat yaitu 𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑚𝑎𝑘𝑠{𝑑(𝑥, 𝑦), 𝑑(𝑦, 𝑧)} untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 

 

Teorema 10. [7] Himpunan (ℚ, 𝑑𝑝)merupakan ruang metrik non-Archimedean. 

Bukti. 

Diketahui himpunan (ℚ, 𝑑𝑝)  dengan fungsi 𝑑𝑝 . Akan dibuktikan 𝑑𝑝: ℚ × ℚ → ℚ  merupakan metrik yang 

memenuhi ketaksamaan segitiga kuat pada ℚ. 

Diambil sebarang 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℚ. Perlu ditunjukkan bahwa (i) 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) ≥ 0; (ii) 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = 0 jika dan hanya jika 

𝑥 = 𝑦; (iii) 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑑𝑝(𝑦 − 𝑥); dan (iv) 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑚𝑎𝑘𝑠{𝑑𝑝(𝑥, 𝑧), 𝑑𝑝(𝑧, 𝑦)}. 

i. Karena 𝑝 bilangan positif, diperoleh 
1

𝑝𝑜𝑟𝑑𝑝𝑥−𝑦 ≥ 0. aadi, 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) ≥ 0. 

ii. (⇒) Diketahui 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = 0, berarti 

𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = 0 

|𝑥 − 𝑦|𝑝 = 0 

  Berdasarkan Definisi 7, didapatkan 𝑥 − 𝑦 = 0 yaitu 𝑥 = 𝑦. 

(⇒) Diketahui 𝑥 = 𝑦, diperoleh 

𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|𝑝 = |0|𝑝 = 0. 

iii. Selanjutnya, akan dibuktikan 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑑𝑝(𝑦 − 𝑥). Menurut Proposisi 6, diperoleh 

𝑑𝑝(𝑥, 𝑦)  = |𝑥 − 𝑦|𝑝 

= |(−1)(𝑦 − 𝑥)|𝑝 

= |−1|𝑝|𝑦 − 𝑥|𝑝 

= |(𝑦 − 𝑥|𝑝 

= 𝑑𝑝(𝑦, 𝑥). 
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iv. Lebih lanjut, akan ditunjukkan 𝑑𝑝(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑚𝑎𝑘𝑠{𝑑𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑑𝑝(𝑦, 𝑧)}.  Menurut Proposisi 6, 

didapatkan 

𝑑𝑝(𝑥, 𝑧)  =
1

𝑝𝑜𝑟𝑑𝑝𝑥−𝑧 

=
1

𝑝𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑥−𝑦)+(𝑦−𝑧)
 

≤
1

𝑝min {𝑜𝑟𝑑𝑝𝑥−𝑦,𝑜𝑟𝑑𝑝𝑥−𝑧}
 

= 𝑚𝑎𝑘𝑠{
1

𝑝𝑜𝑟𝑑𝑝𝑥−𝑦 ,
1

𝑝𝑜𝑟𝑑𝑝𝑦−𝑧} 

= 𝑚𝑎𝑘𝑠{𝑑𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑑𝑝(𝑦, 𝑧)}. 

Dapat disimpulkan bahwa (ℚ, 𝑑𝑝) merupakan ruang metrik non-Archimedean.  ∎ 

 

Ruang metrik (ℚ, 𝑑𝑝) kemudian disebut sebagai ruang metrik 𝒑 −adic [1]. 

 

Lema 11. [8] Diberikan ruang metrik 𝑝 − adic (ℚ, 𝑑𝑝) . aika |𝑥|𝑝 ≠ |𝑦|𝑝 maka |𝑥 + 𝑦|𝑝 = 𝑚𝑎𝑘𝑠{|𝑥|𝑝, |𝑦|𝑝} 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈  ℚ. 

Bukti 

Tanpa mengurangi perumuman, misalkan |𝑥|𝑝 > |𝑦|𝑝. Berdasarkan Teorema 10, didapatkan 

|𝑥 + 𝑦|𝑝 ≤ 𝑚𝑎𝑘𝑠{|𝑥|𝑝, |𝑦|𝑝}. 

Di lain pihak, 

|𝑥|𝑝 = |𝑥 + 𝑦 − 𝑦|𝑝 ≤ 𝑚𝑎𝑘𝑠{|𝑥 + 𝑦 |𝑝, |𝑦|𝑝} = |𝑥 + 𝑦 |𝑝. 

Didapatkan, |𝑥 + 𝑦 |𝑝 = |𝑥 |𝑝 = 𝑚𝑎𝑘𝑠{|𝑥|𝑝, |𝑦|𝑝}. ∎ 

 

2.2. Topologi Dalam Ruang Metrik 𝒑 −Adic 

Pada bagian ini akan diberikan sifat ruang metrik 𝑝 −adic  (ℚ, 𝑑𝑝) sebagai ruang metrik non-Archimedean.  

Namun sebelumnya diberikan terlebih dahulu definisi bola terbuka dan bola tertutup. 

Definisi 12. [9]  Diberikan ruang metrik (𝑋, 𝑑) dengan 𝑥 ∈ 𝑋. 

(i) Himpunan 𝐵(𝑥, 𝑟) = {𝑦 ∈ 𝑋|𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟, 𝑟 > 0} disebut sebagai bola terbuka; 

(ii) Himpunan �̅�(𝑥, 𝑟) = {𝑦 ∈ 𝑋|𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑟, 𝑟 ≥ 0} disebut sebagai bola terbuka. 

 

Selanjutnya akan diberikan contoh dari suatu bola dalam ruang metrik p-adic  (ℚ, 𝑑𝑝). 

Contoh 13 

Diberikan ruang metrik 2-adic (ℚ, 𝑑2). Misalkan 𝑥 = 5 dan 𝑟 = 1 diperoleh 

𝐵(5,1)   = {𝑦 ∈ ℚ|𝑑2(5, 𝑦) < 1} 

= {𝑦 ∈ ℚ||5 − 𝑦|𝑝 < 1} 

= {𝑦 ∈ ℚ |
1

2𝑜𝑟𝑑𝑝5−𝑦 < 1} 

= {𝑦 ∈ ℚ|2−𝑜𝑟𝑑𝑝5−𝑦 < 20} 

= {𝑦 ∈ ℚ|−𝑜𝑟𝑑𝑝5 − 𝑦 < 0} 

= {𝑦 ∈ ℚ|𝑜𝑟𝑑𝑝5 − 𝑦 > 0} 

= {𝑦 ∈ ℚ|𝑝𝑚|5 − 𝑦, 𝑚 > 1} 

= {… − 7, −5, −3, −1,1,3,5,7 … } 

 

Selanjutnya, akan diberikan sifat bola terbuka 𝐵(𝑥, 𝜀)  dalam ruang metrik 𝑝 − adic (ℚ, 𝑑𝑝)  yang disajikan 

dalam Lema berikut. 
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Lema 14. [4] Diberikan ruang metrik (ℚ, 𝑑𝑝). 

(i) Bola terbuka 𝐵(𝑥, 𝑟) merupakan himpunan terbuka dan himpunan tertutup. 

(ii) Bola tertutup  �̅�(𝑥, 𝑟) dengan 𝑟 ≠ 0 merupakan himpunan terbuka dan himpunan tertutup. 

 

Bukti. 

Diketahui ruang metrik p-adic (ℚ, 𝑑𝑝).  

(i) Pertama-tama, akan ditunjukkan bola terbuka 𝐵(𝑥, 𝑟) merupakan himpunan terbuka dan tertutup. 

Berdasarkan sifat ruang metrik, diketahui bola terbuka 𝐵(𝑥, 𝑟) merupakan himpunan terbuka. rleh 

karena itu, hanya perlu ditunjukkan bahwa 𝐵(𝑥, 𝜀)  merupakan himpunan tertutup yaitu dengan 

menunjukkan setiap titik klosur 𝑎 ∈  𝐵(𝑥, 𝑟)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ada di dalam 𝐵(𝑥, 𝑟).   

Diketahui bahwa 𝑎 ∈  𝐵(𝑥, 𝜀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  yang berarti  𝐵(𝑥, 𝑟) ∩ 𝐵(𝑎, 𝜀) ≠ ∅ untuk setiap 𝜀 > 0.Misalkan 𝜀 ≤ 𝑟. 

Karena 𝐵(𝑥, 𝑟) ∩ 𝐵(𝑥, 𝜀) ≠ ∅  yaitu terdapat suatu 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑟) ∩ 𝐵(𝑎, 𝜀) . aadi, 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) < 𝑟  dan 

𝑑𝑝(𝑎, 𝑦) < 𝜀. Dengan menggunakan sifat non-Archimedean, didapatkan 

𝑑𝑝(𝑥, 𝑎) ≤ 𝑚𝑎𝑘𝑠{𝑑𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑑𝑝(𝑦, 𝑎)} < 𝑚𝑎𝑘𝑠{𝑟, 𝜀} = 𝑟. 

Dengan kata lain, 𝑎 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑟). Dapat disimpulkan bahwa 𝐵(𝑥, 𝜀).  

 

(ii) Selanjutnya akan ditunjukkan bola terbuka  �̅�(𝑥, 𝑟) dengan 𝑟 ≠ 0 yaitu 𝑟 > 0 merupakan himpunan 

terbuka dan tertutup. Menurut sifat ruang metrik  �̅�(𝑥, 𝑟) merupakan himpunan tertutup sehingga 

hanya perlu ditunjukkan merupakan himpunan terbuka. 

Diambil sebarang 𝑦 ∈ �̅�(𝑥, 𝑟)  yang berarti 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑠 ≤ 𝑟 . Misalkan 𝑠 = 0 , diperoleh 𝐵(𝑦, 𝑠) =

{𝑥} ⊆ �̅�(𝑥, 𝑟). Untuk 𝑠 > 0, dapat dibentuk bola terbuka 𝐵(𝑦, 𝑠). Diambil sebarang 𝑧 ∈ 𝐵(𝑦, 𝑠) yaitu 

𝑑(𝑦, 𝑧) < 𝑠. Karena (ℚ, 𝑑𝑝) memenuhi sifat segitiga kuat, diperoleh 

𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑚𝑎𝑘𝑠{𝑑(𝑥, 𝑦), 𝑑(𝑦, 𝑧)} = 𝑠 ≤ 𝑟. 

rleh karena itu, didapatkan 𝑧 ∈ �̅�(𝑥, 𝑟) . Dengan kata lain,  𝐵(𝑦, 𝑠) ⊆ �̅�(𝑥, 𝑟) . Terbukti,  �̅�(𝑥, 𝑟) 

merupakan himpunan terbuka. ∎ 

 

Untuk memperjelas lema di atas, akan diberikan sifat dimana suatu bola tertutup dalam ruang metrik 𝑝 −adic 

(ℚ, 𝑑𝑝) merupakan himpunan terbuka yaitu gabungan berhingga bola terbuka di (ℚ, 𝑑𝑝). 

 

Teorema 15.  [10] Diberikan ruang metrik (ℚ, 𝑑𝑝) . Berlaku �̅�(0,1) = 𝐵(0,1) ∪ 𝐵(1,1) ∪ 𝐵(2,1) ∪ ⋯ ∪

𝐵(𝑃 − 1,1). 

 

Bukti. 

Diketahui ruang metrik 𝑝 −  𝑎𝑑𝑖𝑐. Akan dibuktikan �̅�(0,1) = 𝐵(0,1) ∪ 𝐵(1,1) ∪ 𝐵(2,1) ∪ ⋯ ∪ 𝐵(𝑃 − 1,1). 

i. Pertama-tama akan ditunjukkan bahwa �̅�(0,1) ⊆ 𝐵(0,1) ∪ 𝐵(1,1) ∪ 𝐵(2,1) ∪ ⋯ ∪ 𝐵(𝑃 − 1,1) . 

Diambil sebarang 𝑥 =
𝑎

𝑏
∈ �̅�(0,1) yang berarti 𝑑𝑝 (

𝑎

𝑏
, 0) = |

𝑎

𝑏
|

𝑝
≤ 1. 

• Untuk |
𝑎

𝑏
|

𝑝
< 1, didapatkan 

𝑎

𝑏
∈ 𝐵(0,1). 

• Untuk |
𝑎

𝑏
|

𝑝
= 1 yaitu 𝑝−𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎+𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏 = 1 sehingga diperoleh −𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎 + 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎 = 0. aadi, 

𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎 = 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏, misalkan  𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎 = 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏 = 𝑚. Diperoleh 

𝑎

𝑏
=

𝑝𝑚𝑎′

𝑝𝑚𝑏′
 

dengan 𝑝 ∤ 𝑎′  dan 𝑝 ∤ 𝑏′ . Karena 𝑏′ ≠ 0 , terdapat 𝑏′−1 ∈ ℤ/𝑝ℤ  sedemikian 
sehingga 𝑏′𝑏′−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝). Oleh karena itu, didapatkan 𝑏′𝑏′−1𝑎′ ≡ 𝑎′(𝑚𝑜𝑑 𝑝). 
Karena 𝑝 ∤ 𝑎′ , didapatkan 𝑏′−1𝑎′ ≡ 𝑗(𝑚𝑜𝑑 𝑝)  untuk suatu 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑝 − 1 
sehingga 𝑎′ ≡ 𝑗𝑏′(𝑚𝑜𝑑 𝑝). Jadi, 𝑝|𝑗𝑏′ − 𝑎′ yang berarti   
        𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑗𝑏′ − 𝑎′) ≥ 1             (∗) 
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Hal ini mengakibatkan, 

|𝑗 −
𝑎

𝑏
|

𝑝
 = |𝑗 −

𝑎′

𝑏′
|

𝑝

 

= |
𝑗𝑏′ − 𝑎′

𝑏′
|

𝑝

 

= 𝑝−(𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑗𝑏′−𝑎)−𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏′) 

=
1

𝑝−𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑗𝑏′−𝑎)+𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏′. 

Berdasarkan (∗), diperoleh  

|𝑗 −
𝑎

𝑏
|

𝑝
=

1

𝑝−𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑗𝑏′−𝑎)+𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏′ < 1. 

 

Dengan kata lain, 
𝑎

𝑏
∈ 𝐵(𝑗, 1)  untuk suatu 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑝 − 1.  Artinya, 𝑥 ∈ 𝐵(1,1) ∪

𝐵(2,1) ∪ ⋯ ∪ 𝐵(𝑃 − 1,1). 
 

ii. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa  𝐵(0,1) ∪ 𝐵(1,1) ∪ 𝐵(2,1) ∪ ⋯ ∪ 𝐵(𝑃 − 1,1) ⊆ �̅�(0,1). 

• aelas bahwa 𝐵(0,1) ⊆ �̅�(0,1). 

• Diambil sebarang 𝑥 ∈ 𝐵(𝑖, 1)  untuk suatu 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1.  Artinya 𝑑𝑝(𝑖, 𝑥) < 1  yaitu |𝑖 −

𝑥|𝑝 < 1. aadi, 

|𝑖 −
𝑎

𝑏
|

𝑝
= |

𝑖𝑏 − 𝑎

𝑏
|

𝑝
< 1. 

Akibatnya, 

𝑝𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏+𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑖𝑏−𝑎) < 𝑝0 

yang berarti 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑖𝑏 − 𝑎) > 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏. Misalkan 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏 = 𝑚 sehingga 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑖𝑏 − 𝑎) > 𝑚. aadi, 

𝑏 = 𝑝𝑚. 𝑏′ d dengan 𝑝 ∤ 𝑏′ yang mengakibatkan 

𝑖𝑏 − 𝑎

𝑏
=

𝑖𝑏′ − 𝑎′

𝑏′
∙

𝑝𝑚

𝑝𝑚 

dengan 𝑎 = 𝑎′𝑝𝑚. Diperhatikan bahwa 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑖𝑏 − 𝑎) > 𝑚, didapatkan  

              𝑝|𝑖𝑏
′

− 𝑎′.              (*) 

Kemudian akan ditunjukkan bahwa  𝑝 ∤ 𝑎′ . Diandaikan 𝑝|𝑎′ , berdasarkan (*) didapatkan 

 𝑝|𝑖𝑏′. Hal ini mengakibatkan kontradiksi karena 𝑝 ∤ 𝑏 dan 𝑝 ∤ 𝑖. Dapat disimpulkan bahwa 

𝑝 ∤ 𝑎. 

Didapatkan, 𝑝 ∤ 𝑎′  dan 𝑝 ∤ 𝑏′  yang berarti 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎′ = 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏′ = 0.  Dengan demikian, 

diperoleh  

𝑑𝑝(𝑥, 0) = |
𝑎

𝑏
|

𝑝
= |

𝑎′𝑝𝑚

𝑏′𝑝𝑚|
𝑝

= |
𝑎′

𝑏′
|

𝑝

=
1

𝑝(𝑜𝑟𝑑𝑝𝑎′−𝑜𝑟𝑑𝑝𝑏′)
=

1

𝑝0 = 1. 

Dapat disimpulkan bahwa 𝑥 ∈ �̅�(0,1).  Terbukti, (0,1) ∪ 𝐵(1,1) ∪ 𝐵(2,1) ∪ ⋯ ∪ 𝐵(𝑃 −

1,1) ⊆ �̅�(0,1). ∎ 

Lema 16. [8] Diberikan ruang metrik (ℚ, 𝑑𝑝). aika 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑟) maka 𝐵(𝑥, 𝑟) = 𝐵(𝑦, 𝑟). 

 

Bukti. 

Diambil sebarang 𝑦 ∈ (𝑥, 𝑟) yang berarti 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) < 𝑟. Akan dibuktikan 𝐵(𝑦, 𝑟) ⊆ 𝐵(𝑥, 𝑟).  

Diambil sebarang 𝑧 ∈ 𝐵(𝑦, 𝑟) yang artinya  𝑑𝑝(𝑦, 𝑧) < 𝑟 sehingga diperoleh 

𝑑𝑝(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑚𝑎𝑘𝑠{𝑑𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑑𝑝(𝑦, 𝑧)} < 𝑟. 

Akibatnya, 𝑧 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑟) yaitu 𝐵(𝑦, 𝑟) ⊆ 𝐵(𝑥, 𝑟). ∎ 
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Dengan kata lain, setiap elemen di dalam bola 𝐵(𝑥, 𝑟) pada ruang metrik (ℚ, 𝑑𝑝) merupakan pusat dari bola 

terbuka tersebut. 

 

Lema 17.  [8] Diberikan ruang metrik (ℚ, 𝑑𝑝) . aika 𝐵(𝑥, 𝑟) ∩ 𝐵(𝑦, 𝑠) ≠ ∅  maka 𝐵(𝑥, 𝑟) ⊆ 𝐵(𝑦, 𝑠)  atau 

𝐵(𝑦, 𝑠) ⊆ 𝐵(𝑥, 𝑟). 

 

Bukti. 

Tanpa mengurangi perumuman, misalkan 𝑟 ≤ 𝑠 . Diketahui bahwa 𝐵(𝑥, 𝑟) ∩ 𝐵(𝑦, 𝑠) ≠ ∅  yang berarti 

terdapat 𝑧 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑟) ∩ 𝐵(𝑦, 𝑧). Berdasarkan Lema 16, berlaku 𝐵(𝑥, 𝑟) = 𝐵(𝑧, 𝑟) dan 𝐵(𝑧, 𝑠) = 𝐵(𝑦, 𝑠). 

Karena 𝑟 ≤ 𝑠, didapatkan 𝐵(𝑧, 𝑟) ⊆ 𝐵(𝑧, 𝑠). Dengan demikian, diperoleh 𝐵(𝑥, 𝑟) ⊆ 𝐵(𝑦, 𝑠). ∎ 

3. Kesimpulan 

1. Ruang metrik 𝑝 −adic (ℚ, 𝑑𝑝) merupakan ruang metrik non-Archimedean. 

2. Diberikan ruang metrik 𝑝 −adic (ℚ, 𝑑𝑝). Beberapa sifat topologi dalam (ℚ, 𝑑𝑝), diantaranya: 

(i) Setiap bola terbuka 𝐵(𝑥, 𝑟) merupakan himpunan terbuka dan tertutup; 

(ii) Setiap elemen dalam 𝐵(𝑥, 𝑟) merupakan pusat dari bola terbuka tersebut. 

(iii) Untuk setiap bola terbuka 𝐵(𝑥, 𝑟) dan  𝐵(𝑦, 𝑠) berlaku 

a) 𝐵(𝑥, 𝑟) dan  𝐵(𝑦, 𝑠) saling asing; atau 

b) 𝐵(𝑥, 𝑟) ⊆ 𝐵(𝑦, 𝑠) atau 𝐵(𝑥, 𝑟) ⊆ 𝐵(𝑦, 𝑠). 

3. Diberikan ruang metrik (ℚ, 𝑑𝑝). Berlaku �̅�(0,1) = 𝐵(0,1) ∪ 𝐵(1,1) ∪ 𝐵(2,1) ∪ ⋯ ∪ 𝐵(𝑃 − 1,1). 
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