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Abstract. Aset S # @ which includes addition and multiplication operations is called a semiring
if (S,+) isacommutative monoid, (S,-) isasemigroup and S has distribution property.If T =
{[0,a;]| a; € Z, or Z* U {0} or Q* U{0}or R*T U{0}} is a set of all intervals of Z*U
{0} or Q* U {0} orR* U {0}. Define an addition and interval multiplication operation on T,then
(T,+,") is a semiring and we call it interval semiring. Moreover, given a set V of matrices whose
entries are a collection of closed-interval [0,a], where a; € Z* U {0} or Q* U {0} or R* U {0}
with 1 < i < n, if we define an addition and a multiplication operation on V, then (V,+,") is a
semiring, and we call it an interval matrix semiring. In this paper, we discussed interval matrix
semirings and structures of S-semirings, S-subsemirings, and S-ideal of interval matrix semirings.
Furthermore, we got a sufficient condition for an interval matrix semiring to become an S-semiring.
We also explained a relation between an S-ideal of an interval square matrix semiring and an interval
square matrix S-subsemiring.

2010 Mathematical Subject Classification: 16Y60
Keywords: interval matrix semiring, interval S-subsemiring, interval S-semiring, S-ideal of interval semiring

1. Introduction

Dalam struktur aljabar abstrak, telah diketahui bahwa grup merupakan suatu himpunan tak kosong G
yang dilengkapi suatu operasi "+" dan memenuhi aksioma tertutup, asosiatif, terdapat elemen identitas, dan
setiap elemen memiliki invers [1]. Grup G dengan sifat komutatif selanjutnya disebut grup Abelian. Selain
grup Abelian, dalam aljabar abstrak juga dikenal suatu struktur yang disebut ring. Berbeda dengan grup,
struktur ring sudah ditentukan operasinya yaitu penjumlahan dan pergandaan. Suatu himpunan tak kosong
R yang dilengkapi operasi penjumlahan (+) dan operasi pergandaan () dan memenubhi sifat terhadap
operasi penjumlahan R merupakan grup Abelian, terhadap operasi pergandaan R merupakan semigrup
dan berlaku sifat distributif kiri dan distributif kanan maka R disebut ring terhadap operasi penjumlahan dan
pergandaan yang selanjutnya dinotasikan dengan (R, +,). [2]

Selanjutnya struktur ring dapat digeneralisasi menjadi semiring yaitu dengan menghilangkan syarat
eksistensi elemen invers terhadap operasi penjumlahan [3]. Dengan kata lain semiring merupakan monoid
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komutatif, yaitu setiap elemennya tidak perlu memiliki invers terhadap operasi penjumlahan [4]. Secara
umum, himpunan semua matriks berukuran m X n atas bilangan real yang dinotasikan dengan M, ., (R)
dan dilengkapi dengan operasi penjumalahan (+) dan pergandaan (-) merupakan suatu ring. Ring matriks
M5 (R) juga merupakan semiring.

Dalam penelitian ini, akan dikaji semiring matriks yang entri entirnya merupakan interval tutup [0, a]
yang selanjutnya disebut semiring matriks interval. Selanjutnya akan didefinisikan struktur S-semiring, S-
subsemiring dan S-ideal matriks interval. Lebih lanjut akan dikaji syarat cukup agar suatu semiring matriks
interval merupakan S-semiring matriks interval dan dijelaskan hubungan antara suatu S-ideal matriks
persegi interval dan S-subsemiring matriks persegi interval.

2. Interval Dalam Aljabar

Interval terbagi dalam tiga bentuk umum yaitu interval tutup [a, b], interval buka (a, b) dan interval
setengah tutup atau setengah buka [a,b) atau (a, b]. Diberikan interval [a,b] dimana a,b elemen dari
R (berlaku juga untuk Q dan Z). Interval tutup [a, b] disebut interval naik jika a < b , interval tutup
[a, b] disebutinterval turun jika a > b dan interval tutup [a, b] disebut interval merosotjika a = b [5].
Hal yang sama juga berlaku untuk interval buka, interval buka tutup dan interval tutup buka. Koleksi interval
naik, interval turun dan interval merosot selanjutnya disebut kelas interval natural [6]. Selanjutnya matriks
interval yaitu matriks yang unsur unsurnya merupakan elemen kelas interval natural.

3. Semiring Matriks Interval

Seperti halnya semiring interval yang merupakan struktur yang lebih umum dari ring interval,
semiring matriks interval merupakan struktur yang dibangun dari semiring interval. Selanjutnya semiring
matriks interval pada pembahasan ini dibatasi dari interval [a, b] menjadi interval [0,a] . Pembatasan interval
menjadi [0,a] karena dalam struktur semiring tidak memuat elemen negatif sehingga interval dibatasi
menjadi [0, a] dengan a € Zt U {0} atau Q* U {0} atau R+ U {0}. Berikut akan diberikan definisi lengkap
semiring matriks interval.

Definisi 3.1 Semiring Matriks Baris Interval [4]
Misalkan S = {[0,a1],... ,[0,ai]|a;: € Z* U {0} atau Q+ U {0} atau R+ U {0}} adalah himpunan semua matriks
baris interval dan pada S didefinisikan operasi penjumlahan dan pergandaan. Himpunan S merupakan
semiring dan selanjutnya disebut semiring matriks baris interval jika memenuhi sifat :

I (S, +) adalah monoid komutatif

ii. (S, ) adalah semigrup

iii. (S, +, -) memenuhi sifat distributif (kiri dan kanan)

Definisi 3.2 Subsemiring Matriks Baris Interval [4]

Diberikan S = {[[0,a1],..-, [0,ax]]|a: € Z+ U {0} atau Q+ U {0} atau R+ U {0}} adalah semiring matriks baris
interval dan misalkan P € S. Jika (P, +,") adalah semiring matriks baris interval maka P disebut subsemiring
matriks baris interval dari S.

Definisi 3.3 Ideal Matriks Interval [4]

Misalkan S = {[[0,a1],... ,[0, ai]]|a: € Z*+ U {0} atau Q* U {0} atau R+ U {0}} adalah semiring matriks baris
interval. Selanjutnya dipilih I = {([0,a],+,")|a € Z*+ U {0} atau Q* U {0} atau R+ U {0}} € S. Himpunan I disebut
ideal dari S jika:

i I merupakan semiring matriks baris interval.
ii. Untuk setiap [0,t] € I dan [0,s] € S diperoleh [0,t] - [0, s] € dan [0,s] - [0,t] € I.
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Definisi 3.4 Semifield Matriks Baris Interval
Misalkan S = {[[0,a1],..., [0,an]]|a: € Z*+ U {0} atau Q*t U {0} atau R+ U {0}} dan didefinisikan operasi
penjumlahan " + " dan pergandaan " - " pada S sehingga S merupakan semiring matriks baris interval
komutatif. Himpunan S disebut semifield jika:
i [0,a] + [ab] =[0,0] =0 jika dan hanya jika [0,a] = [0,0] dan [0,b] = [0,0] . Artinya S
merupakan semiring matriks baris interval tegas.
ii.  Jika[0,a] - [a,b] =[0,0] maka [0,a] =[0,0] atau [0,b] =[0,0].

4. Hasil dan Pembahasan

Definisi 4.1 S-Semiring Matriks Baris Interval

Diberikan himpunan S terhadap operasi penjumlahan dan perkalian matriks merupakan semiring matriks baris
interval. Jika terdapat P € S , sedemikian sehingga P merupakan semifield matriks baris interval maka
himpunan S disebut S-semiring matriks baris interval.

Definisi 4.2 S-Subsemiring Matriks Baris Interval

Misalkan S = {[[0, ail, ..., [0,a,]]la; € Z* U {0} atau Q* U {0} atau R* U {0}} adalah suatu semiring
matriks baris interval. Misalkan suatu himpunan tak kosong P € S, sedemikian sehingga himpunan P adalah
suatu subsemiring matriks baris interval dari S. jika P memiliki suatu himpunan bagian tak kosong T sedemikian
sehingga T adalah semifield matriks interval, maka himpunan P dapat disebut sebagai S-subsemiring matriks
baris interval

Selanjutnya diberikan teorema yang merupakan syarat cukup agar suatu semiring matriks baris interval
merupakan S-semiring matriks baris interval.

Teorema 4.3
Misalkan V = {[[0, a.],[0,a,], ..., [0, an]]|ai €EQtuU{0latauZtu{0}latau R*TU{0; 1 <i < n}} adalah
semiring matriks baris interval. Jika V memiliki suatu S-Subsemiring matriks baris interval yang nontrivial,

maka V adalah S-Semiring matriks baris interval. Selanjutnya jika V adalah S-Semiring matriks baris interval
maka setiap subsemiring matriks baris interval belum tentu S-subsemiring matriks baris interval.

Bukti :

Diketahui V adalah semiring matriks baris interval. Akan ditunjukkan jika V memiliki suatu S-Subsemiring
matriks baris interval yang nontrivial, maka V adalah S-Semiring matriks baris interval.

Misalkan W €V adalah S-Subsemiring matriks baris interval yang nontrivial dari V artinya terdapat A <
W sedemikian sehingga A adalah semifield. Selanjutnya karena A € W dan diketahui W €V dieproleh
A CV.Karena A semifield akibatnya V adalah S-Semiring matriks baris interval

Selanjutnya diberikan contoh S-semiring matriks interval baris yang bukan merupakan S-subsemiring
matriks baris interval.

Contoh 4.4

Diberikan V = {[[0,a,],[0,a,],[0,as],[0,a,],[0,as],[0,ael]la; € Z* U{0}; 1 <i <6} adalah S-semiring
matriks baris interval. Dipilih W = {[[0, a4],[0,a,], ..., [0, ae]]|ai € 15ZTu{0}; 1<i< 6} C V, jelas bahwa
himpunan W hanya merupakan subsemiring matriks baris interval dari V karena W tidak memiliki
subset lain yang memenuhi Definisi 4.2, sedemikian sehingga W bukan S -subsemiring matriks baris
interval dari V.
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Definisi 4.5 S-Ideal Matriks Baris Interval

Misalkan V adalah semiring matriks baris interval. Jika terdapat W € V adalah S-Subsemiring matriks baris
interval dari V dan selanjutnya terdapat A € W adalah semifield matriks baris interval sedemikian sehingga
untuk setiap a € A dan p € W berlaku ap dan pa € A, maka W disebut S-ideal matriks baris interval dari V.

Setelah menjelaskan beberapa struktur yang terbentuk dari semiring matriks baris interval, selanjutnya akan
dijelaskan semiring matriks persegi interval.

Definisi 4.6 S-Semiring Matriks Persegi Interval

[0,a;1] ... [0,a1,]
Misalkan V = : R :

: : l |an, € Z* U {0} atau Q* U {0} atau R* U{0}; adalah semiring
[0' anl] [0' ann]

matriks persegi interval. Misalkan terdapat P €V, jika P adalah semifield matriks persegi interval dari V maka
V disebut S-semiring matriks persegi interval.

Definisi 4.7 S-Subsemiring Matriks Persegi Interval

[0,a11] .. [0,a14]
Misalkan V = : - :

: : l |an, € Z* U {0} atau Q* U {0} atau R* U {0} ; adalah semiring
[0,an] .. [0,a5,]

matriks persegi interval. Misalkan terdapat P €V, sedemikian sehingga P adalah sebuah subsemiring matriks
persegiinterval dari V. Jika P memuat himpunan bagian @ # T, sedemikian sehingga T adalah sebuah semifield
matriks interval dan P disebut S-subsemiring matriks persegi interval.

Teorema berikut merupakan syarat cukup agar suatu semiring matriks persegi interval merupakan S-
semiring matriks persegi interval.

Teorema 4.8

Misalkan himpunan V adalah semiring matriks persegi interval. Jika himpunan V memiliki S-subsemiring
matriks persegi interval maka V adalah S-semiring matriks persegi interval.

Namun juka V adalah S-semiring matriks persegi interval maka secara umum semua subsemiring matriks
persegi interval dalam V tidak perlu berupa S-semiring matriks persegi interval.

Bukti :

Diketahui V adalah semiring matriks persegi interval. Akan ditunjukkan setiap S-subsemiring matriks
persegi interval dari V adalah S-semiring matriks persegi interval

Misalkan U €V S-subsemiring matriks persegi interval dari V artinya terdapat C € U sedemikian
sehingga C adalah semifield. Selanjutnya karena C € U dan diketahui U € V diperoleh € € V.Karena C
semifield diperoleh V' adalah S —Semiring matriks persegi interval.

Selanjutnya diberikan contoh S-semiring matriks persegi interval yang bukan merupakan S-subsemiring
matriks persegi interval.

Contoh 4.9
[0,a;1] [0,a12] ... [0,a4,]
Diberikan V = L0, (:121] [o, ?22] Lo, (:121] | apn € Z* U {0};1 <n <3 ; adalah semiring matriks
[Ol anl] [Ol anZ] [Ol ann]
0 0 0
persegi interval. Pilih W = [0 0 0 l | a € Z* U {0} ; €V, selanjutnya himpunan W adalah semifiled
0 0 [0,a]

matriks interval. Dengan demikian V adalah S-semiring matriks persegi interval. Sekarang jika dipilih T =
[0,a] [0,b] [O,c]
0 [0,d] [0,e]l||ab,c,d e feT7Z*U{0}; <V, lebih lanjut himpunan T adalah subsemiring
0 0 [0f]

matriks persegiinterval dari V. Namun himpunan T bukan merupakan S-semiring matriks persegi interval
dari V karena himpunan T tidak memiliki himpunan bagian yang tepat yang merupakan semifield dari V.
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Definisi 4.10 S-Ideal Matriks Persegi Interval
Misalkan V adalah S-semiring matriks persegi interval. suatu @ # P €V disebut S-ideal matriks persegi
interval dari V jika kondisi-kondisi berikut terpenuhi
i.  Padalah S-subsemiring matriks persegi interval.
ii. Untuk setiap p € P dan A € P dimana A adalah semifield dari B, selanjutnya kita memiliki
semua a € A dan p € P, sedemikian sehingga pa dan ap ada di A.

Teorema berikut akan menjelaskan hubungan antara S-ideal matriks persegi dan S-subsemiring matriks
persegi.

Teorema 4.11

Diberikan V adalah S-semiring matriks persegi interval Setiap S-ideal matriks persegi interval dari 'V adalah S-
subsemiring matriks persegi interval dari V tetapi setiap S-subsemiring matriks persegi interval dari V secara
umum belum tentu S-ideal dari V.

Bukti :

Diketahui V adalah S-semiring matriks persegi interval. Akan ditunjukkan setiap S-ideal matriks persegi
interval dari V adalah S-subsemiring matriks persegi interval. Misalkan U € V adalah S-ideal matriks
persegi interval dari V artinya terdapat C € U sedemikian sehingga C adalah semifield dan berlaku
untuk setiap ¢ € € dan x € U diperoleh cx € C dan xc € C. Selanjutnya karena € € U dan diketahui
U CV diperoleh C € V.Karena C semifield diperoleh V adalah S —Semiring matriks persegi interval.

Selanjutnya diberikan contoh S-subsemiring matriks persegi interval yang bukan S-ideal dari semiring
matriks persegi interval.

Contoh 4.12
[0,a;1] [0,a15] .. [0,a45]
Diberikan S = L0, ?21] [0, ‘:122] Lo, (:12”] | py € QT U {0}, adalah semiring matriks persegi
[0: anl] [0, anz] [0: ann]
[0,a] O 0
interval. Dipilih P = 0 [0,a] 0 ||]aeQtu{0};<S adalah S-subsemiring matriks persegi
0 0 [0,a]]
0 0 O
interval dari S. Selanjutnya dipilih T=<[0 0 0 ||]aeQtu{0}; S P adalah semifield matriks
0 0 [0,a]

persegi interval. Lebih lanjut himpunan T bukan merupakan S-ideal matriks persegi interval dari S.
Penyelesaian:

Diketahui P € S, himpunan P merupakan S-subsemiring matriks persegi interval dari S. Selanjutnya
terdapat T € P dimana himpunan U adalah semifield matriks persegi interval. Kemudian ambil sebarang
P, € P, artinya,

[0,a] 0 0
P = 0 [0,a] 0 [laeQtu{0}
0 0 [0,a]

dan ambil sebarang T; € T, artinya
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0 0 0
= [0 0 0 l|aEQ+U{O} . Selanjutnya
0 0 [0a]
[0,a] © 0] o0 o
P-Ty=| 0 [0a] O -[0 0 ol
0 0 [0,a]] 10 0 [0,a]
0 0 0
0 0 0 l
0 0 [0,a-a]
0 0 0
0 0 0 l
0 0 [0,a?]
0 0 0 [0, a] 0 0
[0 0 0 l 0 [0a O
0 0 [0,4q] 0 0 [0,a]
0 0 0
0 0 0 l
0 0 [0,a-a]
0 0 0
0 0 0 l
0 0 [0a?]

Diperoleh P, - T; € T dan T, - P; € T sehingga himpunan T bukan S-ideal matriks persegi interval dari

S.

5. Conclusion

Dari hasil penelitian yang dilakukan maka dapat disimpulkan beberapa hal, antara lain:

Semiring matriks interval masih mempertahankan beberapa konsep dalam semiring interval yaitu
bentuk struktur semifield, subsemiring dan ideal. Selanjutnya dengan menggunakan bentuk struktur
tersebut akan diperoleh struktur S-semiring, S-subsemiring dan S-ideal matriks interval.
Misalkan diberikan V adalah suatu semiring matriks baris interval. Syarat cukup agar V
merupakan S-semiring matriks baris interval adalah jika V memiliki suatu subset nontrivial yang
merupakan S-Subsemiring matriks interval. Selanjutnya jika V adalah S-Semiring matriks baris
interval maka setiap subsemiring matriks baris interval belum tentu merupakan S-subsemiring
matriks baris interval. Hal yang sama juga berlaku untuk semiring matriks persegi interval.
Misalkan diberikan V adalah S-semiring matriks persegi interval. Setiap S-ideal matriks persegi
interval dari V adalah S-subsemiring matriks persegi interval dari V tetapi secara umum kebalikannya
belum tentu berlaku.
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