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Abstrak: Misalkan L/K merupakan lapangan perluasan dengan K S L sehingga L dapat
dipandang sebagai ruang vektor atas K. Selanjutnya, diketahui bahwa untuk setiap « € L, dapat
dibentuk suatu transformasi linear T,: L - L dengan T,(x) = ax untuk setiap x € L sehingga
dapat dibentuk suatu matriks [T,] yang merupakan matriks representasi dari T,. Dalam penelitian
ini dibahas fungsi trace dan norm yang didefinisiakn dengan menggunakan trace dan determinan
matriks [T,]. Lebih lanjut, dalam penelitian ini juga akan dibahas aplikasi fungsi trace dan norm pada

lapangan suatu lapangan perluasan khusunya Q(3/2) atas Q.

2010 Mathematical Subject Classification: 11R32, 13B05
Kata kunci: lapangan perluasan, fungsi trace, fungsi norm.

1. Pendahuluan

Diberikan dua buah lapangan K dan L.Lapangan L disebut sebagai lapangan perluasan atas K apabila
K € L yang kemudian dinotasikan dengan L/K [1]. Diketahui bahwalapangan L dapat dipandang sebagai
ruang vektor atas K dengan pendefinisian operasi perkalian skalar memanfaatkan operasi perkalian pada
lapangan L. Lebih khusus, lapangan perluasan L/K disebut sebagai lapangan perluasan berhingga apabila
dimensi L sebagai ruang vektor atas K berhingga [1].

Salah satu lapangan perluasan yang paling dikenal adalah R/Q yaitu R merupakan lapangan perluasan
dari Q. Dalam hal ini, R merupakan ruang vektor atas atas Q. Diketahui bahwa basis dari R tidak
berhingga yang berarti R bukan lapangan perluasan berhingga. Hal ini kemudian memotivasi konstruksi
lapangan perluasan berhingga L atas Q yanglebih kecil dari R yaitu Q €L € R

Salah satu kontruksi lapangan perluasan yang adalah lapangan Q(\/i) = {a + bv2} dengan
menggunakan konsep elemen aljabar pada R. Suatu a € R disebut sebagai elemen aljabar atas Q jika
terdapat polynomial f(x) € Q [x] sedemikian sehingga f(a) = 0 yaitu @ merupakan akar dari Q [x]
[2]. Salah satu sifat pada suatu elemen aljabar a adalah eksistensi suatu polinomial tak tereduski dengan
derajat terkecil m,(x) yang memuat a sebagai akar yang kemudian disebut sebagai polynomial minimal
dari a [1].

Konsep elemen aljabar kemudian memotivasi pembentukan lapangan terkecil yang memuat @ dan suatu
elemen aljabar a yang kemudian dinotasikan dengan Q(«). Diketahui bahwa Q(a) sendiri merupakan
perluasan atas Q. Dengan kata lain, Q(«) merupakan ruang vektor atas Q.

Salah satu sifat yang berlaku pada lapangan perluasan Q(«) adalah {1,a,a?,...,a" '} merupakan basis
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basis dari Q(a) dengan n merupakan derajat dari m,(x) dengan m,(x) merupakan polinomial
minimal dari a. Sebagai contoh lapangan perluasan Q(3/2) dengan polinomial minimal /2 adalah dari
x% — 2 sehingga basis dari Q(¥2) = {1, V2, V4}.

Di sisi lain, pada struktur suatu lapangan perluasan L/K sebagai ruang vektor, dapat dibentuk suatu

transformasi linear dengan memanfaatkan setiap a € L yaitu

Tyl > L
dengan T,(x) = ax untuk setiap x € L. Diketahui bahwa transformasi linear T, dapat direprsentasikan
dengan suatu matriks yaitu [T,] yang disebut sebagai matriks representasi [3]. Lebih lanjut, diketahui entri
dari matriks [T,] adalah elemen di K sehingga determinan dan trace dari matriks [T,] juga merupakan
berada di dalam lapangan K. Dengan memanfaatkan fenomena tersebut, dibentuk fungsi
Trg,:L - K dan Ng,:L—- K

dengan masing-masing fungsi didefinisikan sebagai Try,, (a) = tr([T,]) dan Ny, (a) = det([T,]) yang
kemudian disebut sebagai fungsi trace dan norm dari L/K [4].

Dalam penelitian ini, akan bahas beberapa sifat dasar dari fungsi trace dan norm dari suatu lapangan
perluasan L /K. Selanjutnya akan diberikan beberapa sifat dasar yang berlaku serta penerapan terkait fungsi
trace dan fungsi norm pada suatu lapangan perluasan khususnya pada lapangan perluasan Q(3/2) atas
lapangan Q.

2. Hasil dan Pembahasan

Pada bagian ini akan dibahas lapangan perluasan serta fungsi trace dan fungsi norm dalam suatu lapangan
perluasan. Adapun dasar teori mengenai ring dan ruang vektor yang menjunjang penelitian ini merujuk pada
[5] dan [6].

2.1. Lapangan Perluasan

Pada bagian ini akan dibahas lapangan perluasan khususnya lapangan perluasan berhingga. Selanjunya akan
dibahas elem aljabar dalam suatu lapangan perluasan yang memotivasi pembentukan lapangan Q(«).
Definisi 1. [1]
Diberikan lapangan K dan L.Lapangan L disebut sebagai lapangan perluasan atas K jika K € L.
Contoh 2.

1. Lapangan R merupakan lapangan perluasan dari Q

2. Lapangan C merupakan lapangan perluasan dari @ dan R.
Definsi 3. [1]
Diberikan suatu lapangan perluasan L/K.Lapangan L disebutlapangan perluasan berhingga jika [L: K] <

0o,

Contoh 4.
1. Lapangan R merupakan bukan merupakan lapangan perluasan berhingga dari Q
2. Lapangan C merupakan lapangan perluasan berhingga atas R dengan basis {1, i}.

Sifat R yang bukan merupakan lapangan perluasan berhingga dari Q di atas kemudian memotivasi
konstruksi lapangan perluasan berhingga L atas @Q yang lebih kecil dari R yaitu Q € L € R dengan
menggunakan konsep elemen aljabar yang didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 5. [1]

Diberikan lapangan perluasan L/K. Suatu a € L disebut aljabar atas K apabila terdapat suatu polinomial
f(x) € K[x] sedemikian sehingga f(a) = 0. Dengan kata lain, @ merupakan akar dari f(x).

Berdasarkan definisi di atas, suatu a € L disebut aljabar atas K jika a merupakan akar suatu f(x) =

ag + a;x + ax*+... +a,x™ € K[x] yaitu ay + a;a + a,a’+...+aa™ =
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Contoh 6.
Diberikan suatu lapangan perluasan R/Q. Elemen /2 € R aljabar atas Q karena terdapat x? — 2,x* —
4 € Q[x] dengan salah satu akar yaitu /2.
Selanjutnya akan diberikan polinomial yang memuat suatu elemen aljabar sebagai akar dalam Lema berikut.
Lema 7.
Diberikan suatu lapangan perluasan L/K. Jika @ merupakan elemen aljabar atas K maka terdapat
polinomial p(x) dengan p(x) tak tereduksi dengan derajat terkecil yang memuat a sebagai akar yaitu
p(a) =0.
Bukti
Diketahui lapangan perluasan L/Kdengan a merupakan elemen aljabar atas K. Pertama-tama dibentuk
terlebih dahulu fungsi

Pe:K[x] = K(@)
dengan ¢, ( f (x)) = f(a). Jelas bahwa ¢, merupakan homomorfisma ring. Berdasarkan sifat K sebagai
lapangan berlaku K[x] merupakan daerah ideal utama sehingga ker(¢,) =< p(x) > untuk suatu p(x) €
K[x]. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa p(x) tak tereduksi dengan derajat terkecil yang memuat «
sebagai akar yaitu p(a) = 0.

(i) Akan ditunjukkan bahwa p(x) merupakan polinomial dengan derajat terkecil sedemikian
sehingga p(a) =0 . Misalkan f(x) € K[x] dengan f(a)=0 yang berarti f(x) €
ker(p,) =<p(x) > . Jadi, f(x) =p()q(x) untuk suatu q(x) € K[x] sehingga
deg(p(x)) < deg(f(x)). Oleh karena itu, diperoleh p(x) merupakan polinomial dengan
derajat terkecil yang memuat a sebagai akar.

(i) Diandaikan p(x)  tereduksi yaitu p(x) = r(x)s(x) dengan deg(r(x)),deg(s(x)) <
deg(p(x)) . Jadi, diperoleh p(a) =r(a)s(a) =0. Karena E merupakan lapangan,
diperoleh r(a) =0 atau s(a) =0. Hal ini menimbulkan kontradiksi karena p(x)
merupakan polinomial dengan derajat terkecil yang memuat a sebagai akar.

Lema di atas menjamin eksistensi polinomial poliomial tal tereduksi f(x) dengan derajat terkecl, yang
memuat suatu elemen aljabar a sebagai akar sehingga memotivasi definisi berikut.

Definisi 8. [1]

Diberikan lapangan perluasan L/K dengan a suatu elemen aljabar atas K. Suatu m,(x) disebut
polinomial minimal dari « apabila untuk setiap f(x) € K[x] dengan f(a) =0 maka deg(m,(x)) <

deg((f (x))).
Contoh 9.

Diberikan suatu lapangan perluasan R/Q. Elemen V2 € R merupakan elemen aljabar atas Q dengan
mg(x) = x? — 2 merupakan polinomial minimal dari /2.
Berikut akan diberikan sifat yang berhubungan dengan m,(x) dan K(a) sebagai ruang vektor atas
lapangan K. Dari sifat teori ring, diketahui bahwa ideal yang dibangun oleh m,(x) yang dinotasikan sebagai
< Mg (x)> merupakan ideal maksimal sehingga K|[x]/< m,(x) > merupakan lapangan.
Pada Lema berikut akan diberikan hubungan antara K[x]/< m,(x) > dan K(«) sebagailapangan.
Lema 10.
Diberikan lapangan perluasan L/K. Jika a merupakan elemen aljabar atas K maka K(a) = K[x]/<
mg(x) >.
Bukti
Dibentuk homomorfisma ring

Pe:K[x] = K(@)
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dengan ¢, ( f (x)) = f(a).]Jelasbahwa ¢, merupakan homomorfisma ring. Berdasarkan Lema 7, diperoleh
ker(p,) =<m,(x) > . Diperhatikan bahwa «a = ¢,(x) dan ¢ = ¢@,(c) untuk setiap c € K. Jadj,
im(¢,) = K(a). Menurut teorema utama homomorfisma, didapatkan K(a) = K[x]/< mq(x) >.
Perlu diperhatikan bawha K merupakan subfield dari K(a) sehingga menjamin adanya basis dari K(a)
atas K.
Dalam sifat berikut, akan diberikan sifat basis dari K(a) yang berkaitan dengan polinomial minimal dari «
yaitu mg (x).
Lema 11.
Misalkan L/K merupakan lapangan perluasan. Jika a € L merupakan elemen aljabar dengan minimal
polinomial f(x) € K[X] berdererajat n maka himpunan {1,a, a?,...,a™ '} merupakan basis dari K(a).
Bukti
Diketahui « € L merupakan elemen aljabar atas K . Akan ditunjukkan bahwa {1,a,d?,...,a" 1}
merupakan basis dari K(a). Dalam hal ini akan ditunjukkan bahwa setiap elemen x € K(a) dapat
ditulsikan secara tunggal sebagai kombinasi linear dari {1, a, a?,...,a™ 1}.
Diambil sebarang x € K(«). Berdasarkan Lema 2.10, diperoleh K(a) = K[x]/< m,(x) > sehingga

X=co+ca+ca?+ - +c,_ja™?!
untuk suatu ¢y, ¢4, €3, ..., cp_1 € K. Selanjutnya, dimisalkan

X=co+ca+ca?+ - +c,_ja™?!
dan

x=dy+da+dya®+-+d,_ja"L
Akibatnya,

(co—do) + (c; —dpa+ -+ (cpy —dp_y)a" ' =0.
Dengan kata lain, terdapat
g(x) = (co —do) + (c1 —dp)x + -+ + (Cpog — dpy)x™
sedemikian sehingga g(a) = 0. Diperhatikan juga bahwa deg(g(x)) < deg(in,(x)) yang berarti g(x) =
0. Akibatnya
ci—d;=0

yaitu ¢; =d; untuksetiap i =1,2,...,n—1.
Terbukti, {1,a, a?,...,a” '} merupakan basis dari K(«).

Selanjutnya diberikan penggunaan Lema di atas dalam menentukan basis dari suatu lapangan perluasan
K(a) yang disajikan pada contoh di bawah ini.
Contoh 12,

1. Diberikan lapangan perluasan Q(v/2)/Q dengan polinomial minimal dari V2 adalah x? —2
Berdasarkan Lema 11, himpunan {1,v2} merupakan basis dari Q(v/2) yang berarti Q(+2) =
{a+ bV2|a,b € Q}.

2. Diberikan lapangan perluasan Q(¥/2)/Q dengan polinomial minimal x3 — 2. Menurut Lema 11,
himpunan {1,3/2,3/4} merupakan basis dari Q(3/2) yaitu Q(3/2) = {a + b¥/2 + ci/4|a, b,c € Q}.

2.2. Matriks Representasi Suatu Transformasi Linear Lapangan Perluasan
Diberikan suatu lapangan perluasan L/K. Diketahui bahwa untuk setiap « € L dapat dibentuk suatu
transformasi linear
Ty:L—>L
dengan T,(x) = a.x untuk setiap x € L.
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Berikut sifat-sifat dasar dari transformasi linear T, dengan « € L.
Lema 13.
Diberikan lapangan perluasan L/K.Untuk setiap «,f € L berlaku
1. Jika a # B maka T, # Tg;
2. Torp=Ty+Tp dan Top =T, 0 Tp;
3. T, merupakan identitas id:L — L.
Bukti
Diberikan lapangan perluasan L/K. Diambil sebarang «, 8 € L.
1. Misalkan a # B. Akan ditunjukkan bahwa T, # Tg. Diperhatikan bahwa T,(1) = a.1 =a dan
Tp(1) = B.1 = p.Jadi, T,(1) # Tp(1) sehingga T, # Tp.
2. Akan ditunjukkan bahwa To,p =T, + T dan Typ =Ty o Tp;
a Teip(x)=(a+PB)x =ax+ px =Ty(x) + Tg(x) = (T + Tp)(x)
dan
b. Tap(x) = (af)x = a(fx) = a(Tp(x)) = To(Tp(x)) = To © Tp (%)
Jadi, Tqpp =T + T dan Ty = T, Tp.
3. Akan ditunjukkan T; merupakan fungsi identitas identitas id:L — L. Diambil sebarang x € L.
Diperoleh, T;(x) = 1.x = x. Dengan kata lain, T;:L — L merupakan fungsi identitas.

Misalkan lapangan perluasan berhingga L/K dengan basis B = {b;,b,,..., b,} sehingga untuk setiap x €

L dapat dinyatakan secara tunggal dengan x = ayb; + ayb,+...+a,b,. Hal ini kemudian memunculkan
a,

a
vektor koordinat terhadap basis B yaitu [x]g = 2

aTL
Definisi 14. [3]
Misalkan lapangan perluasan berhingga L/K dengan basis B = {b;,b,,..., b,} sehingga untuk setiap x €

L dapat dinyatakan secara tunggal dengan x = ayb; + ayb,+...+a,b,. Hal ini kemudian memunculkan
a,

a
vektor koordinat terhadap basis B yaitu [x]z = 2

an
Definisi 15. [3]
Diberikan lapangan perluasan L/K dan suatu transformasi linear T:L — L. Misalkan B = {b,,b,,...,b,}
merupakan basis dari L. Dengan memanfaatkan vektor koordinat basis, dapat dikonstruksikan suatu matriks
yang disebut sebagai matriks representasi dari T relatif terhadap basis B yang dinotasikan dengan [T]g
yaitu
[T1s = ATGDs [TGDls ... [T(B)]s)

dengan [T(b;)]s untuksetiap i = 1,2,...,n menyatakan kolom pada matriks [T]p.

Diberikan lapangan perluasan L/K dansuatu a € L. Jelas bahwa dapat dibentuk matriks representasi dari
T, yaitu [T,]g. Selanjutnya akan diberikan contoh matriks representasi [T,]z khususnya pada lapangan
perluasan yang berbentuk K(a)/K yang disajikan dalam contoh berikut ini.

Contoh 16.

Diberikan lapangan perluasan L/K dengan L = Q(v/2) dan K = Q dengan basis B = {1,v/2}. Misalkan

@ = a + b\/2 dan suatu transformasi linear T,:L — L dengan x = a.x. Didapatkan,
T,()=a.1=a.1+b.\2
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T,(V2) = a.N2 = 2b.1+a. V2
a 2b

Diperoleh, [T,]z = (b a ) Sebagai ilustrasi, misalkan a = 1+ 3v2. Diperoleh [T,]z =(

G D

2.3. Fungsi Norm dan Trace Pada Lapangan Perluasan

;-

Pada bagian ini akan dibahas fungsi trace dan norm dari suatu lapangan perluasan meliputi definisi, sifat-
sifat dasar, dan beberapa contoh dari fungsi trace dan norm. Selanjutnya akan diberikan penerapan dari
fungsi trace dan norm dari suatu lapangan perluasan L/K khususnya Q(3/2)/Q.

Diberikan lapangan perluasan L/K dan suatu a € L dengan transformasi linear T,:L — L. Diperhatikan
bahwa berlaku sifat-sifat untuk matriks representasi [T,] sebagai berikut

1. tr([T,]s) det([T]s € K
2. tr([Telp) = tr([Telc) dan det([Telp) = det([Te]c)
untuk setiap basis B dan € dari L [3].
Definisi 17. [4]
Diberikan lapangan perluasan L/K. Suatu fungsi
tryk:L > K
aw- Tr[T,]
dan
Nyk:L->K
a - det[T,]
disebut sebagai fungsi trace dan norm dari lapangan perluasan L/K.
Untuk memperjels definisi di atas, diberikan contoh fungsi trace dan norm dari lapangan perluasan atas Q

Contoh 18.

Berdasarkan Contoh 12, diketahui bahwa lapangan perluasan Q(v/2)/Q dengan basis yaitu B = {1,/2}.
Misalkan a = a + bv2 dan suatu transformasi linear Ta:L — L dengan x ~ a.x. Didapatkan,

T,(D)=a.1l=a1+b2
dan

T,(V2) = a.N2 = 2b.1+a.V2

a 2b
b a

Selanjutnya, akan diberikan sifat dari fungsi trace dari L/K yaitu T7,/x:L - K sebagai berikut.

Diperoleh, [T,]z = ( ) Jadi, Tr(a) = a+ a=2a dan N(a) =det[T,] = a? — 2b2.

Teorema 19.
Jika K/L merupakan lapangan perluasan maka Tr;,x:L — K merupakan transformasi linear.
Bukti

Diketahui L/K merupakan lapangan perluasan. Diambil sebarang ¢ € K dan «,f € L dengan [T,] dan
[Tpg] masing-masing merupakan matriks representasi dari transformasi linear T, dan Tg. Dengan

memanfaatkan Lema 13 dan sifat trace dua buah matriks, didapatkan
Tryk(a+pB) =trykl[Tarpl
= tTL/K [T(Z + Tﬁ]

= tryk ([Te] + [Tg])
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= tryk[Te] + try/k[Tp]
=Tr k(@) + Try k(@)
dan
Trik(ca) = tryx([Teal)
trik (c[Tal)
c. tryk([Te])
=cC. TrL/K(a).

Dapat disimpulkan bahwa T7;/x: L - K merupakan transformasi linear.

Dengan menggunakan sifat determinan yang mengawetkan operasi perkalian dua buah matriks dan elemen
unit dalam L, berikut diberikan sifat dari fungsi N, x:L — K yang disajikan dalam Teorema di bawah ini.

Teorema 2.20.
Diberikan lapangan perluasan L/K dengan fungsi N, :L — K.Berlaku

1. Ny(aB) = Nyx(a)Nyx(B) untuksetiap a,f € L;

2. Nyg(y)#0 untuksemua y € K dengan y # 0.
Bukti.
Diketahui L/K merupakan lapangan perluasan dengan fungsi norm berikut

Nyk:L->K
a - det([T,]).

1. Diambil sebarang «,f € L. Dengan menggunakan Lemma 13 dan sifat determinan matriks,
diperoleh

Ny (aB) = det([ToB])
= det([T,][Ts])
= det([Ty])det([Tp])
= NL/K(“)NL/K(ﬁ)
2. Diambil sebarang y € L dengan y # 0. Berdasarkan Lema 13, diperoleh
N, /k(1) = det[T;] = det(I) = 1.

Jadi, 1= N, (1) = NL/K(yy‘l) = N, /k(¥)N,/x(1/y). Dengan demikian, dipeorleh Ny (y)
merupakan unit di lapangan K. Dengan kata lain, N x(y) # 0.

2.4. Penerapan Trace dan Norm Pada Lapangan Perluasan

Pada bagian ini akan diberikan beberapa penarapan trace dan norm yang didefinisikan dari suatu lapangan
perluasan.

Diberikan lapangan perluasan Q(¥2)/Q dengan Q(32 ={a +b¥/2+ cV4|a,b,c € Q}. Dengan
menggunakan trace dan norm, akan ditunjukkan bahwa

1. 1+45¥Y2— V4 bukan merupakan kuadrat sempurnadi Q(¥/2).

2. Diberikan lapangan perluasan Q(3/2)/Q . Dengan menggunakan trace dan norm, akan
ditunjukkan bahwa 3/3 ¢ Q(3/2).
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Contoh 3.21.

Diberikan lapangan perluasan Q(3/2)/Q dengan Q(3/2 ={a +b¥/2+ ci/4|a,b,c € Q). Dengan
menggunakan trace dan norm, akan ditunjukkan bahwa 1+ 532 —3/4 bukan merupakan kuadrat
sempurnadi Q(3/2) dengan metode kontradiksi.

Diandaikan 1+ 532 —3/4 merupakan kuadrat sempurna. Dengan Kkata lain, terdapat a,b,c €
Q sedemikian sehingga 1+ 532 — /4 = (a + b¥/2 + cV/4)2. Oleh karena itu,

1+ 532 — /4 = (a? + 4bc) + (2ab + 2¢2)V2 + (2ac + b?) V4.

Oleh Kkarena itu, perlu dihitung solusi persamaan a2+ 4bc=1, 2ab+2c?=05, dan 2ac+ b2
Selanjutnya, digunakan metode pendekatan fungsi norm dari lapangan perluasan Q(3/2)/Q dengan
menggunakan basis B = {1,3/2, V4}.

Tulis @ =1+ 532 — /4. Dibentuk matriks representasi [T,]; yaitu
T,(D)=1la=1+5Y2-34
T,(NV2) = V2a = -2+ 32 +5V4
«(V4) =Vaa =10-2V2+ V4
1 -2 10
Jadi, [mg]g = (5 1 —2). Diperoleh N, (a) = det([Tq]) = 277. Menurut Teorema 20,
diperoelh Ny, (a -I}b% + c1§/41)2 = Ngi(a) = Ng,,(1+5¥2—34) =277 . Hal ini menimbulkan
kontradiksi karena 277 merupakan bilangan prima.
Dengan demikian, diperoleh 1 + 53/2 — /4 bukan merupakan kuadrat sempurnadi Q(3/2).
Contoh 22.

Diberikan lapangan perluasan Q(3/2)//Q. Dengan menggunakan trace dan norm, akan ditunjukkan bahwa
V3 ¢ Q(¥2) dengan metode kontradiksi.

Diandaikan 3/3 € Q(3/2) yaitu terdapat a,b,c € Q sedemikian sehingga /3 = a + b¥/2 + c/4. Jadi,
3=(a+bV2+ci4)3
= (a® + 2b3® + 4¢3 + 12abc) + (3a2b + 6ac? + 6b%c)V2 + (3a2c + 3ab? + 6bc?)V4.

Dengan memanfaatkan fungsi trace akan dihitung nilai a,b,c yang memenuhi persamaan di atas.
Diperhatikan bahwa B = {1,3/2,V4} dan C = {1,3/3,3/9} masing-masing merupakan basis dari Q(3/2)
dan Q(3/3) sebagai ruang vektor atas Q. Diketahui bahwa

0 0 2
T3zl =(1 0 0>
0 1 0

dan

020
[Taglz=(0 0 2
100

sehingga Tr(3/2) = tr([Tsz]z) = 0 dan Tr(V4) = tr([Tsz]z) = 0. Berdasarkan Teorema 20, diperoleh
Tr(¥3) = Tr(a + bV2 + cV4)
= aTr(1) + bTr(¥V2) + cTr(V4)
=atr([T;]) +0+0
=atr([T;]) +0+0

= 3a.
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Karena Tr(¥2) = 0, diperoleh 3a =0 sehingga a = 0. Jadi,¥3 = b3/2 + c¥/4 sehingga
VY6 = b4 + 2¢

Berdasarkan Lema 11, didapatkan D = {1,3/6,3/36} merupakan basis dari Q(3/6). Karena /6 € Q(3/2),
diperoleh Q(¥2) = Q(3/6).Jadi, D juga merupakan basis dari Q(3/2). Sehingga,

0 0 6
0 1 0

Jadi,
0 = Tr(3/6) = 2¢.Tr(1) + b.= 6c
sehingga ¢ = 0. Didapatkan
VB=a+b¥V2+c¥4=0+bV2+0.V4

Jadi, 3 =2b3 sehingga b3 =3/2 dengan b tidak memiliki solusi rasional sehingga menimbulkan
kontradiksi. Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa /3 ¢ Q(¥/2).

3. Kesimpulan

Diberikan suatu lapangan perluasan L/K. Berlaku

1. Dengan menggunakan sifat lapangan perluasan L/K sebagai ruang vektor, dapat dikonstruksikan

fungsi trace dan norm yaitu
Tryk:L - K dan Np:L - K

dengan fungsi trace Tr,;x merupakan transformasi linear dan fungsi norm N,/ mengawetkan
oeprasi perkalian dan elemen unitdi L.

2. Dengan menggunakan pendekatan fungsi trace dan norm dapat diterapkan pada lapangan perluasan
salah satunya pada lapangan perluasan L/K dengan K = Q dan L = Q(3/2).

(a) 1+ 532 — ¥4 bukan merupakan kuadrat sempurna di Q(¥/2).

(b) V3 ¢ Q(V2).
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