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Abstrak: Misalkan Suppose 𝐿/𝐾 is an extension field where 𝐾 ⊆ 𝐿 so that 𝐿 can be viewed as a vector 
space over 𝐾. Moreover, it is known that for every 𝛼 ∈ 𝐿, we can construct a linear transformation 𝑇𝛼: 𝐿 →
𝐿  where 𝑇𝛼(𝑥) = 𝛼𝑥 for all 𝑥 ∈ 𝐿 so that we have the representation matrix [𝑇𝛼] of 𝑇𝛼 . In this 
study, the trace and norm functions are discussed which are defined using the trace and determinant of the 
matrix [𝑇𝛼]. Furthermore, this study will also discuss the application of the trace and norm functions in the 

field of an extension field especially ℚ(√2
3

) over ℚ. 
 
2010 Mathematical Subject Classification: 11R32, 13B05 
Kata kunci: extension field, trace function, norm function.  

 

1. Pendahuluan 

Diberikan dua buah lapangan 𝐾 dan 𝐿. Lapangan 𝐿 disebut sebagai lapangan perluasan atas 𝐾 apabila 

𝐾 ⊆ 𝐿 yang kemudian dinotasikan dengan 𝐿/𝐾 [1]. Diketahui bahwa lapangan 𝐿 dapat dipandang sebagai 

ruang vektor atas 𝐾 dengan pendefinisian operasi perkalian skalar memanfaatkan operasi perkalian pada 

lapangan 𝐿. Lebih khusus, lapangan perluasan 𝐿/𝐾 disebut sebagai lapangan perluasan berhingga apabila 

dimensi 𝐿 sebagai ruang vektor atas 𝐾 berhingga [1]. 

Salah satu lapangan perluasan yang paling dikenal adalah ℝ/ℚ yaitu  ℝ merupakan lapangan perluasan 

dari ℚ . Dalam hal ini, ℝ  merupakan ruang vektor atas atas ℚ . Diketahui bahwa basis dari ℝ  tidak 

berhingga yang berarti ℝ bukan lapangan perluasan berhingga. Hal ini kemudian memotivasi konstruksi 

lapangan perluasan berhingga 𝐿 atas ℚ yang lebih kecil dari ℝ yaitu  ℚ ⊆ 𝐿 ⊆ ℝ.  

Salah satu kontruksi lapangan perluasan yang adalah lapangan ℚ(√2) = {𝑎 + 𝑏√2}  dengan 

menggunakan konsep elemen aljabar pada ℝ . Suatu 𝛼 ∈ ℝ  disebut sebagai elemen aljabar atas ℚ  jika 

terdapat polynomial 𝑓(𝑥) ∈  ℚ [x]  sedemikian sehingga 𝑓(𝛼) = 0  yaitu 𝛼  merupakan akar dari ℚ [x] 

[2]. Salah satu sifat pada suatu elemen aljabar 𝛼 adalah eksistensi suatu polinomial tak tereduski dengan 

derajat terkecil 𝑚𝛼(𝑥) yang memuat 𝛼 sebagai akar yang kemudian disebut sebagai polynomial minimal 

dari 𝛼 [1]. 

Konsep elemen aljabar kemudian memotivasi pembentukan lapangan terkecil yang memuat ℚ dan suatu 

elemen aljabar 𝛼  yang kemudian dinotasikan dengan ℚ(𝛼) . Diketahui bahwa ℚ(𝛼)  sendiri merupakan 

perluasan atas ℚ. Dengan kata lain, ℚ(𝛼) merupakan ruang vektor atas ℚ.  

Salah satu sifat yang berlaku pada lapangan perluasan ℚ(𝛼) adalah {1, 𝛼, 𝛼2, … , 𝛼𝑛−1} merupakan basis 

basis dari ℚ(𝛼)  dengan 𝑛  merupakan derajat dari 𝑚𝛼(𝑥)  dengan 𝑚𝛼(𝑥)  merupakan polinomial 

minimal dari 𝛼 . Sebagai contoh lapangan perluasan ℚ(√2
3

)  dengan polinomial minimal √2
3

  adalah dari 

mailto:novitadahoklory93@gmail.com
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𝑥3 − 2 sehingga basis dari ℚ(√2
3

) = {1, √2
3

, √4
3

}. 

Di sisi lain, pada struktur suatu lapangan perluasan 𝐿/𝐾  sebagai ruang vektor, dapat dibentuk suatu 

transformasi linear dengan memanfaatkan setiap 𝛼 ∈ 𝐿 yaitu  

𝑇𝛼: 𝐿 → 𝐿 

dengan 𝑇𝛼(𝑥) = 𝛼𝑥  untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐿 . Diketahui bahwa transformasi linear 𝑇𝛼  dapat direprsentasikan 

dengan suatu matriks yaitu [𝑇𝛼] yang disebut sebagai matriks representasi [3]. Lebih lanjut, diketahui entri 

dari matriks [𝑇𝛼] adalah elemen di 𝐾 sehingga determinan dan trace dari matriks [𝑇𝛼] juga merupakan 

berada di dalam lapangan 𝐾. Dengan memanfaatkan fenomena tersebut, dibentuk fungsi  

𝑇𝑟𝐾/𝐿: 𝐿 → 𝐾 dan 𝑁𝐾/𝐿: 𝐿 → 𝐾 

dengan masing-masing fungsi didefinisikan sebagai 𝑇𝑟𝐾/𝐿(𝛼) = 𝑡𝑟([𝑇𝛼])  dan 𝑁𝐾/𝐿(𝛼) = 𝑑𝑒𝑡([𝑇𝛼])  yang 

kemudian disebut sebagai fungsi trace dan norm dari 𝐿/𝐾 [4]. 

Dalam penelitian ini, akan bahas beberapa sifat dasar dari fungsi trace dan norm dari suatu lapangan 

perluasan 𝐿/𝐾. Selanjutnya akan diberikan beberapa sifat dasar yang berlaku serta penerapan terkait fungsi 

trace dan fungsi norm pada suatu lapangan perluasan khususnya pada lapangan perluasan ℚ(√2
3

)  atas 

lapangan ℚ. 

2. Hasil dan Pembahasan 

Pada bagian ini akan dibahas lapangan perluasan serta fungsi trace dan fungsi norm dalam suatu lapangan 

perluasan. Adapun dasar teori mengenai ring dan ruang vektor yang menjunjang penelitian ini merujuk pada 

[5] dan [6]. 

  Lapangan Perluasan  

Pada bagian ini akan dibahas lapangan perluasan khususnya lapangan perluasan berhingga. Selanjunya akan 

dibahas elem aljabar dalam suatu lapangan perluasan yang memotivasi pembentukan lapangan ℚ(𝛼). 

Definisi 1. [1] 
Diberikan lapangan 𝐾 dan 𝐿. Lapangan 𝐿 disebut sebagai lapangan perluasan atas 𝐾 jika 𝐾 ⊆ 𝐿.  

Contoh 2. 

1. Lapangan ℝ merupakan lapangan perluasan dari ℚ  

2. Lapangan ℂ merupakan lapangan perluasan dari ℚ dan ℝ. 

Definsi 3. [1] 

Diberikan suatu lapangan perluasan 𝐿/𝐾. Lapangan 𝐿 disebut lapangan perluasan berhingga jika [𝐿: 𝐾] <

∞. 

Contoh 4.  

1. Lapangan ℝ merupakan bukan merupakan lapangan perluasan berhingga dari ℚ  

2. Lapangan ℂ merupakan lapangan perluasan berhingga atas ℝ dengan basis {1, 𝑖}. 

Sifat ℝ  yang bukan merupakan lapangan perluasan berhingga dari ℚ  di atas kemudian memotivasi 

konstruksi lapangan perluasan berhingga 𝐿  atas ℚ  yang lebih kecil dari ℝ  yaitu  ℚ ⊆ 𝐿 ⊆ ℝ  dengan 

menggunakan konsep elemen aljabar yang didefinisikan sebagai berikut. 

Definisi 5. [1] 

Diberikan lapangan perluasan 𝐿/𝐾. Suatu 𝛼 ∈ 𝐿 disebut aljabar atas 𝐾 apabila terdapat suatu polinomial 

𝑓(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥] sedemikian sehingga 𝑓(𝛼) = 0. Dengan kata lain, 𝛼 merupakan akar dari 𝑓(𝑥).  

Berdasarkan definisi di atas, suatu 𝛼 ∈ 𝐿  disebut aljabar atas 𝐾  jika 𝛼  merupakan akar suatu 𝑓(𝑥) =

𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2+. . . +𝑎𝑛𝑥𝑛 ∈ 𝐾[𝑥] yaitu 𝑎0 + 𝑎1𝛼 + 𝑎2𝛼2+. . . +𝑎𝑛𝛼𝑛 = 0.   

 

Contoh 6. 
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Diberikan suatu lapangan perluasan ℝ/ℚ.  Elemen √2 ∈ ℝ  aljabar atas ℚ  karena terdapat 𝑥2 − 2, 𝑥4 −

4 ∈ ℚ[𝑥] dengan salah satu akar yaitu √2.  

Selanjutnya akan diberikan polinomial yang memuat suatu elemen aljabar sebagai akar dalam Lema berikut. 

Lema 7. 

Diberikan suatu lapangan perluasan 𝐿/𝐾 . Jika 𝛼  merupakan elemen aljabar atas 𝐾  maka terdapat 

polinomial 𝑝(𝑥)  dengan 𝑝(𝑥)  tak tereduksi dengan derajat terkecil yang memuat 𝛼  sebagai akar yaitu 

𝑝(𝛼) = 0. 

Bukti 

Diketahui lapangan perluasan 𝐿/𝐾 dengan 𝛼  merupakan elemen aljabar atas 𝐾 . Pertama-tama dibentuk 

terlebih dahulu fungsi 

𝜑𝛼: 𝐾[𝑥] → 𝐾(𝛼) 

dengan 𝜑𝛼(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝛼) . Jelas bahwa 𝜑𝛼  merupakan homomorfisma ring. Berdasarkan sifat 𝐾  sebagai 

lapangan berlaku 𝐾[𝑥] merupakan daerah ideal utama sehingga 𝑘𝑒𝑟(𝜑𝛼) =< 𝑝(𝑥) > untuk suatu 𝑝(𝑥) ∈

𝐾[𝑥] . Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 𝑝(𝑥)   tak tereduksi dengan derajat terkecil yang memuat 𝛼 

sebagai akar yaitu 𝑝(𝛼) = 0. 

(i) Akan ditunjukkan bahwa 𝑝(𝑥)  merupakan polinomial dengan derajat terkecil sedemikian 

sehingga 𝑝(𝛼) = 0 . Misalkan 𝑓(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥]  dengan 𝑓(𝛼) = 0  yang berarti 𝑓(𝑥) ∈

𝑘𝑒𝑟(𝜑𝛼) =< 𝑝(𝑥) >  . Jadi, 𝑓(𝑥) = 𝑝(𝑥)𝑞(𝑥)  untuk suatu 𝑞(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥]  sehingga 

deg (𝑝(𝑥)) ≤ deg (𝑓(𝑥)). Oleh karena itu, diperoleh 𝑝(𝑥)  merupakan polinomial dengan 

derajat terkecil yang memuat 𝛼 sebagai akar. 

(ii) Diandaikan 𝑝(𝑥)   tereduksi yaitu 𝑝(𝑥) = 𝑟(𝑥)𝑠(𝑥)  dengan deg (𝑟(𝑥)), deg (𝑠(𝑥)) <

deg (𝑝(𝑥)) . Jadi, diperoleh 𝑝(𝛼) = 𝑟(𝛼)𝑠(𝛼) = 0.  Karena 𝐸  merupakan lapangan, 

diperoleh 𝑟(𝛼) = 0  atau 𝑠(𝛼) = 0 . Hal ini menimbulkan kontradiksi karena 𝑝(𝑥)  

merupakan polinomial dengan derajat terkecil yang memuat 𝛼 sebagai akar. 

Lema di atas menjamin eksistensi polinomial poliomial tal tereduksi 𝑓(𝑥)  dengan derajat terkecl, yang 

memuat suatu elemen aljabar 𝛼 sebagai akar sehingga memotivasi definisi berikut. 

Definisi 8. [1] 

Diberikan lapangan perluasan 𝐿/𝐾  dengan 𝛼  suatu elemen aljabar atas 𝐾 . Suatu 𝑚𝛼(𝑥)  disebut 

polinomial minimal dari 𝛼  apabila untuk setiap 𝑓(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥]  dengan 𝑓(𝛼) = 0  maka 𝑑𝑒𝑔(𝑚𝛼(𝑥)) ≤

𝑑𝑒𝑔((𝑓(𝑥))).  

Contoh 9. 

Diberikan suatu lapangan perluasan ℝ/ℚ.  Elemen √2 ∈ ℝ  merupakan elemen aljabar atas ℚ  dengan 

𝑚√2(𝑥) = 𝑥2 − 2 merupakan polinomial minimal dari √2.  

Berikut akan diberikan sifat yang berhubungan dengan 𝑚𝛼(𝑥)  dan 𝐾(𝛼)  sebagai ruang vektor atas 

lapangan 𝐾. Dari sifat teori ring, diketahui bahwa ideal yang dibangun oleh 𝑚𝛼(𝑥) yang dinotasikan sebagai 

< 𝑚𝛼(𝑥)> merupakan ideal maksimal sehingga 𝐾[𝑥]/< 𝑚𝛼(𝑥) > merupakan lapangan.  

Pada Lema berikut akan diberikan hubungan antara 𝐾[𝑥]/< 𝑚𝛼(𝑥) > dan 𝐾(𝛼) sebagai lapangan. 

Lema 10. 

Diberikan lapangan perluasan 𝐿/𝐾 . Jika 𝛼  merupakan elemen aljabar atas 𝐾  maka 𝐾(𝛼) ≅ 𝐾[𝑥]/<

𝑚𝛼(𝑥) >.  

Bukti 

Dibentuk homomorfisma ring  

𝜑𝛼: 𝐾[𝑥] → 𝐾(𝛼) 

dengan 𝜑𝛼(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝛼). Jelas bahwa 𝜑𝛼 merupakan homomorfisma ring. Berdasarkan Lema 7, diperoleh 
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𝑘𝑒𝑟(𝜑𝛼) =< 𝑚𝛼(𝑥) >  . Diperhatikan bahwa 𝛼 = 𝜑𝛼(𝑥)  dan 𝑐 = 𝜑𝛼(𝑐)  untuk setiap 𝑐 ∈ 𝐾.  Jadi, 

𝑖𝑚(𝜑𝛼) = 𝐾(𝛼). Menurut teorema utama homomorfisma, didapatkan 𝐾(𝛼) ≅ 𝐾[𝑥]/< 𝑚𝛼(𝑥) >. 

Perlu diperhatikan bawha 𝐾 merupakan subfield dari 𝐾(𝛼) sehingga menjamin adanya basis dari 𝐾(𝛼) 

atas 𝐾. 

Dalam sifat berikut, akan diberikan sifat basis dari 𝐾(𝛼) yang berkaitan dengan polinomial minimal dari 𝛼 

yaitu 𝑚𝛼(𝑥). 

Lema 11.  

Misalkan 𝐿/𝐾  merupakan lapangan perluasan. Jika 𝛼 ∈ 𝐿  merupakan elemen aljabar dengan minimal 

polinomial 𝑓(𝑥) ∈ 𝐾[𝑋] berdererajat 𝑛 maka himpunan {1, 𝛼, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛−1} merupakan basis dari 𝐾(𝛼).  

Bukti 

Diketahui 𝛼 ∈ 𝐿  merupakan elemen aljabar atas 𝐾 . Akan ditunjukkan bahwa {1, 𝛼, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛−1} 

merupakan basis dari 𝐾(𝛼).  Dalam hal ini akan ditunjukkan bahwa setiap elemen 𝑥 ∈ 𝐾(𝛼)  dapat 

ditulsikan secara tunggal sebagai kombinasi linear dari {1, 𝛼, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛−1}.  

Diambil sebarang 𝑥 ∈ 𝐾(𝛼). Berdasarkan Lema 2.10, diperoleh 𝐾(𝛼) ≅ 𝐾[𝑥]/< 𝑚𝛼(𝑥) > sehingga  

𝑥 = 𝑐0 + 𝑐1𝛼 + 𝑐2𝛼2 + ⋯ + 𝑐𝑛−1𝛼𝑛−1 

untuk suatu 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛−1 ∈ 𝐾. Selanjutnya, dimisalkan 

𝑥 = 𝑐0 + 𝑐1𝛼 + 𝑐2𝛼2 + ⋯ + 𝑐𝑛−1𝛼𝑛−1 

dan 

𝑥 = 𝑑0 + 𝑑1𝛼 + 𝑑2𝛼2 + ⋯ + 𝑑𝑛−1𝛼𝑛−1. 

Akibatnya, 

(𝑐0 − 𝑑0) + (𝑐1 − 𝑑1)𝛼 + ⋯ + (𝑐𝑛−1 − 𝑑𝑛−1)𝛼𝑛−1 = 0. 

Dengan kata lain, terdapat  

𝑔(𝑥) = (𝑐0 − 𝑑0) + (𝑐1 − 𝑑1)𝑥 + ⋯ + (𝑐𝑛−1 − 𝑑𝑛−1)𝑥𝑛−1 

sedemikian sehingga 𝑔(𝛼) = 0. Diperhatikan juga bahwa 𝑑𝑒𝑔 (𝑔(𝑥)) < 𝑑𝑒𝑔 (𝑚𝛼(𝑥)) yang berarti 𝑔(𝑥) =

0. Akibatnya 

𝑐𝑖 − 𝑑𝑖 = 0 

yaitu 𝑐𝑖 = 𝑑𝑖 untuk setiap 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 − 1.  

Terbukti, {1, 𝛼, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛−1} merupakan basis dari 𝐾(𝛼). 

 

Selanjutnya diberikan penggunaan Lema di atas dalam menentukan basis dari suatu lapangan perluasan 

𝐾(𝛼) yang disajikan pada contoh di bawah ini. 

Contoh 12. 

1. Diberikan lapangan perluasan ℚ(√2)/ℚ  dengan polinomial minimal dari √2  adalah 𝑥2 − 2 

Berdasarkan Lema 11, himpunan {1, √2}  merupakan basis dari ℚ(√2)  yang berarti ℚ(√2) =

{𝑎 + 𝑏√2|𝑎, 𝑏 ∈ ℚ}.  

2. Diberikan lapangan perluasan ℚ(√2
3

)/ℚ  dengan polinomial minimal 𝑥3 − 2 . Menurut Lema 11, 

himpunan {1, √2
3

, √4
3

} merupakan basis dari ℚ(√2
3

) yaitu ℚ(√2
3

) = {𝑎 + 𝑏 √2
3

+ 𝑐 √4
3

|𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℚ}.  

 

 Matriks Representasi Suatu Transformasi Linear Lapangan Perluasan 

Diberikan suatu lapangan perluasan 𝐿/𝐾 . Diketahui bahwa untuk setiap 𝛼 ∈ 𝐿  dapat dibentuk suatu 

transformasi linear 

𝑇𝛼: 𝐿 → 𝐿 

dengan 𝑇𝛼(𝑥) = 𝛼. 𝑥 untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐿.  

Berikut sifat-sifat dasar dari transformasi linear 𝑇𝛼 dengan 𝛼 ∈ 𝐿. 
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Lema 13. 

Diberikan lapangan perluasan 𝐿/𝐾. Untuk setiap 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐿 berlaku   

    1.  Jika 𝛼 ≠ 𝛽 maka 𝑇𝛼 ≠ 𝑇𝛽;  

    2.  𝑇𝛼+𝛽 = 𝑇𝛼 + 𝑇𝛽 dan 𝑇𝛼𝛽 = 𝑇𝛼 ∘ 𝑇𝛽;  

    3.  𝑇1 merupakan identitas 𝑖𝑑: 𝐿 → 𝐿.  

Bukti 

Diberikan lapangan perluasan 𝐿/𝐾. Diambil sebarang 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐿.   

1. Misalkan 𝛼 ≠ 𝛽.  Akan ditunjukkan bahwa 𝑇𝛼 ≠ 𝑇𝛽 . Diperhatikan bahwa 𝑇𝛼(1) = 𝛼. 1 = 𝛼  dan 

𝑇𝛽(1) = 𝛽. 1 = 𝛽. Jadi, 𝑇𝛼(1) ≠ 𝑇𝛽(1) sehingga 𝑇𝛼 ≠ 𝑇𝛽. 

2. Akan ditunjukkan bahwa 𝑇𝛼+𝛽 = 𝑇𝛼 + 𝑇𝛽 dan 𝑇𝛼𝛽 = 𝑇𝛼 ∘ 𝑇𝛽; 

a. 𝑇𝛼+𝛽(𝑥) = (𝛼 + 𝛽)𝑥 = 𝛼𝑥 + 𝛽𝑥 = 𝑇𝛼(𝑥) + 𝑇𝛽(𝑥) = (𝑇𝛼 + 𝑇𝛽)(𝑥) 

dan 

b. 𝑇𝛼𝛽(𝑥) = (𝛼𝛽)𝑥 = 𝛼(𝛽𝑥) = 𝛼(𝑇𝛽(𝑥)) = 𝑇𝛼(𝑇𝛽(𝑥)) = 𝑇𝛼 ∘ 𝑇𝛽(𝑥). 

   Jadi, 𝑇𝛼+𝛽 = 𝑇𝛼 + 𝑇𝛽 dan 𝑇𝛼𝛽 = 𝑇𝛼𝑇𝛽. 

3. Akan ditunjukkan 𝑇1  merupakan fungsi identitas identitas 𝑖𝑑: 𝐿 → 𝐿.  Diambil sebarang 𝑥 ∈ 𝐿 . 

Diperoleh, 𝑇1(𝑥) = 1. 𝑥 = 𝑥. Dengan kata lain, 𝑇1: 𝐿 → 𝐿 merupakan fungsi identitas.  

 

Misalkan lapangan perluasan berhingga 𝐿/𝐾 dengan basis 𝐵 = {𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛} sehingga untuk setiap 𝑥 ∈

𝐿  dapat dinyatakan secara tunggal dengan 𝑥 = 𝛼1𝑏1 + 𝛼2𝑏2+. . . +𝛼𝑛𝑏𝑛.  Hal ini kemudian memunculkan 

vektor koordinat terhadap basis 𝐵 yaitu [𝑥]𝐵 = (

𝛼1

𝛼2

. . .
𝛼𝑛

).  

Definisi 14. [3] 

Misalkan lapangan perluasan berhingga 𝐿/𝐾 dengan basis 𝐵 = {𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛} sehingga untuk setiap 𝑥 ∈

𝐿  dapat dinyatakan secara tunggal dengan 𝑥 = 𝛼1𝑏1 + 𝛼2𝑏2+. . . +𝛼𝑛𝑏𝑛.  Hal ini kemudian memunculkan 

vektor koordinat terhadap basis 𝐵 yaitu [𝑥]𝐵 = (

𝛼1

𝛼2

. . .
𝛼𝑛

)  

Definisi 15. [3] 

Diberikan lapangan perluasan 𝐿/𝐾  dan suatu transformasi linear 𝑇: 𝐿 → 𝐿.  Misalkan 𝐵 = {𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛} 

merupakan basis dari 𝐿. Dengan memanfaatkan vektor koordinat basis, dapat dikonstruksikan suatu matriks 

yang disebut sebagai matriks representasi dari 𝑇 relatif terhadap basis 𝐵 yang dinotasikan dengan [𝑇]𝐵 

yaitu  

[𝑇]𝐵 = ([𝑇(𝑏1)]𝐵 [𝑇(𝑏2)]𝐵 . . . [𝑇(𝑏𝑛)]𝐵) 

dengan [𝑇(𝑏𝑖)]𝐵 untuk setiap 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 menyatakan kolom pada matriks [𝑇]𝐵. 

 

Diberikan lapangan perluasan 𝐿/𝐾 dan suatu 𝛼 ∈ 𝐿. Jelas bahwa dapat dibentuk matriks representasi dari 

𝑇𝛼 yaitu [𝑇𝛼]𝐵. Selanjutnya akan diberikan contoh matriks representasi [𝑇𝛼]𝐵 khususnya pada lapangan 

perluasan yang berbentuk 𝐾(𝛼)/𝐾 yang disajikan dalam contoh berikut ini. 

Contoh 16. 

Diberikan lapangan perluasan 𝐿/𝐾  dengan 𝐿 = ℚ(√2)  dan 𝐾 = ℚ  dengan basis 𝐵 = {1, √2}.  Misalkan 

𝛼 = 𝑎 + 𝑏√2 dan suatu transformasi linear 𝑇𝛼: 𝐿 → 𝐿 dengan 𝑥 ↦ 𝛼. 𝑥. Didapatkan,  

𝑇𝛼(1) = 𝛼. 1 = 𝑎. 1 + 𝑏. √2 
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𝑇𝛼(√2) = 𝛼. √2 = 2𝑏. 1 + 𝑎. √2 

Diperoleh, [𝑇𝛼]𝐵 = (
𝑎 2𝑏
𝑏 𝑎

).  Sebagai ilustrasi, misalkan 𝛼 = 1 + 3√2.  Diperoleh [𝑇𝛼]𝐵 = (
𝑎 2𝑏
𝑏 𝑎

) =

(
1 6
3 1

).  

 Fungsi Norm dan Trace Pada Lapangan Perluasan 

Pada bagian ini akan dibahas fungsi trace dan norm dari suatu lapangan perluasan meliputi definisi, sifat-

sifat dasar, dan beberapa contoh dari fungsi trace dan norm. Selanjutnya akan diberikan penerapan dari 

fungsi trace dan norm dari suatu lapangan perluasan 𝐿/𝐾 khususnya ℚ(√2
3

)/ℚ. 

Diberikan lapangan perluasan 𝐿/𝐾 dan suatu 𝛼 ∈ 𝐿 dengan transformasi linear 𝑇𝛼: 𝐿 → 𝐿. Diperhatikan 
bahwa berlaku sifat-sifat untuk matriks representasi [𝑇𝛼] sebagai berikut   

1. 𝑡𝑟([𝑇𝛼]𝐵), 𝑑𝑒𝑡([𝑇𝛼]𝐵 ∈ 𝐾  

2. 𝑡𝑟([𝑇𝛼]𝐵) = 𝑡𝑟([𝑇𝛼]𝐶) dan 𝑑𝑒𝑡([𝑇𝛼]𝐵) = 𝑑𝑒𝑡([𝑇𝛼]𝐶)  

untuk setiap basis 𝐵 dan 𝐶 dari 𝐿 [3]. 

Definisi 17. [4] 

Diberikan lapangan perluasan 𝐿/𝐾. Suatu fungsi 

𝑡𝑟𝐿/𝐾: 𝐿 → 𝐾 

𝛼 ↦ 𝑇𝑟[𝑇𝛼] 

dan  

𝑁𝐿/𝐾: 𝐿 → 𝐾 

𝛼 ↦ 𝑑𝑒𝑡[𝑇𝛼] 

disebut sebagai fungsi trace dan norm dari lapangan perluasan 𝐿/𝐾. 

Untuk memperjels definisi di atas, diberikan contoh fungsi trace dan norm dari lapangan perluasan atas ℚ 

Contoh 18. 

Berdasarkan Contoh 12, diketahui bahwa lapangan perluasan ℚ(√2)/ℚ dengan basis yaitu 𝐵 = {1, √2}. 

Misalkan 𝛼 = 𝑎 + 𝑏√2 dan suatu transformasi linear 𝑇𝛼: 𝐿 → 𝐿 dengan 𝑥 ↦ 𝛼. 𝑥. Didapatkan,  

𝑇𝛼(1) = 𝛼. 1 = 𝑎. 1 + 𝑏. √2 

dan 

𝑇𝛼(√2) = 𝛼. √2 = 2𝑏. 1 + 𝑎. √2 

Diperoleh, [𝑇𝛼]𝐵 = (
𝑎 2𝑏
𝑏 𝑎

). Jadi, 𝑇𝑟(𝛼) = 𝑎 + 𝑎 = 2𝑎 dan 𝑁(𝛼) = 𝑑𝑒𝑡[𝑇𝛼] = 𝑎2 − 2𝑏2.  

Selanjutnya, akan diberikan sifat dari fungsi trace dari 𝐿/𝐾 yaitu 𝑇𝑟𝐿/𝐾: 𝐿 → 𝐾 sebagai berikut. 

Teorema 19. 

Jika 𝐾/𝐿 merupakan lapangan perluasan maka 𝑇𝑟𝐿/𝐾: 𝐿 → 𝐾 merupakan transformasi linear.   

Bukti 

Diketahui 𝐿/𝐾 merupakan lapangan perluasan. Diambil sebarang 𝑐 ∈ 𝐾 dan 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐿 dengan [𝑇𝛼] dan 
[𝑇𝛽]  masing-masing merupakan matriks representasi dari transformasi linear 𝑇𝛼  dan 𝑇𝛽 .  Dengan 

memanfaatkan Lema 13 dan sifat trace dua buah matriks, didapatkan 

𝑇𝑟𝐿/𝐾(𝛼 + 𝛽)  = 𝑡𝑟𝐿/𝐾[𝑇𝛼+𝛽] 

 = 𝑡𝑟𝐿/𝐾[𝑇𝛼 + 𝑇𝛽] 

 = 𝑡𝑟𝐿/𝐾([𝑇𝛼] + [𝑇𝛽]) 
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 = 𝑡𝑟𝐿/𝐾[𝑇𝛼] + 𝑡𝑟𝐿/𝐾[𝑇𝛽] 

= 𝑇𝑟𝐿/𝐾(𝛼) + 𝑇𝑟𝐿/𝐾(𝛼)  

dan  

𝑇𝑟𝐿/𝐾(𝑐𝛼)  = 𝑡𝑟𝐿/𝐾([𝑇𝑐𝛼]) 

= 𝑡𝑟𝐿/𝐾(𝑐[𝑇𝛼]) 

= 𝑐. 𝑡𝑟𝐿/𝐾([𝑇𝛼]) 

= 𝑐. 𝑇𝑟𝐿/𝐾(𝛼). 

Dapat disimpulkan bahwa 𝑇𝑟𝐿/𝐾: 𝐿 → 𝐾 merupakan transformasi linear.  

Dengan menggunakan sifat determinan yang mengawetkan operasi perkalian dua buah matriks dan elemen 
unit dalam 𝐿, berikut diberikan sifat dari fungsi 𝑁𝐿/𝐾: 𝐿 → 𝐾 yang disajikan dalam Teorema di bawah ini. 

Teorema 2.20. 

Diberikan lapangan perluasan 𝐿/𝐾 dengan fungsi 𝑁𝐿/𝐾: 𝐿 → 𝐾. Berlaku   

    1.  𝑁𝐿/𝐾(𝛼𝛽) = 𝑁𝐿/𝐾(𝛼)𝑁𝐿/𝐾(𝛽) untuk setiap 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐿;  

    2.  𝑁𝐿/𝐾(𝛾) ≠ 0 untuk semua 𝛾 ∈ 𝐾 dengan 𝛾 ≠ 0.  

Bukti.  

Diketahui 𝐿/𝐾 merupakan lapangan perluasan dengan fungsi norm berikut 

𝑁𝐿/𝐾: 𝐿 → 𝐾 

𝛼 ↦ 𝑑𝑒𝑡([𝑇𝛼]). 

1. Diambil sebarang 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐿 . Dengan menggunakan Lemma 13 dan sifat determinan matriks, 
diperoleh  

  𝑁𝐿/𝐾(𝛼𝛽) = 𝑑𝑒𝑡([𝑇𝛼𝛽]) 

= 𝑑𝑒𝑡([𝑇𝛼][𝑇𝛽]) 

= 𝑑𝑒𝑡([𝑇𝛼])𝑑𝑒𝑡([𝑇𝛽]) 

= 𝑁𝐿/𝐾(𝛼)𝑁𝐿/𝐾(𝛽) 

2. Diambil sebarang 𝛾 ∈ 𝐿 dengan 𝛾 ≠ 0. Berdasarkan Lema 13, diperoleh  

𝑁𝐿/𝐾(1) = 𝑑𝑒𝑡[𝑇1] = 𝑑𝑒𝑡(𝐼) = 1.  

Jadi, 1 = 𝑁𝐿/𝐾(1) = 𝑁𝐿/𝐾(𝛾𝛾−1) = 𝑁𝐿/𝐾(𝛾)𝑁𝐿/𝐾(1/𝛾). Dengan demikian, dipeorleh 𝑁𝐿/𝐾(𝛾) 

merupakan unit di lapangan 𝐾. Dengan kata lain, 𝑁𝐿/𝐾(𝛾) ≠ 0.  

 

  Penerapan Trace dan Norm Pada Lapangan Perluasan 

Pada bagian ini akan diberikan beberapa penarapan trace dan norm yang didefinisikan dari suatu lapangan 
perluasan. 

Diberikan lapangan perluasan ℚ(√2
3

)/ℚ  dengan ℚ(√2
3

= {𝑎 + 𝑏 √2
3

+ 𝑐 √4
3

|𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℚ}.  Dengan 
menggunakan trace dan norm, akan ditunjukkan bahwa   

1. 1 + 5√2
3

− √4
3

 bukan merupakan kuadrat sempurna di ℚ(√2
3

).  

2. Diberikan lapangan perluasan ℚ(√2
3

)/ℚ . Dengan menggunakan trace dan norm, akan 

ditunjukkan bahwa √3
3

∉ ℚ(√2
3

).  
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Contoh 3.21. 

Diberikan lapangan perluasan ℚ(√2
3

)/ℚ  dengan ℚ(√2
3

= {𝑎 + 𝑏 √2
3

+ 𝑐 √4
3

|𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℚ}.  Dengan 

menggunakan trace dan norm, akan ditunjukkan bahwa 1 + 5√2
3

− √4
3

 bukan merupakan kuadrat 

sempurna di ℚ(√2
3

) dengan metode kontradiksi. 

Diandaikan 1 + 5√2
3

− √4
3

 merupakan kuadrat sempurna. Dengan kata lain, terdapat 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈

ℚ sedemikian sehingga 1 + 5√2
3

− √4
3

= (𝑎 + 𝑏 √2
3

+ 𝑐 √4
3

)2. Oleh karena itu,  

1 + 5√2
3

− √4
3

= (𝑎2 + 4𝑏𝑐) + (2𝑎𝑏 + 2𝑐2)√2
3

+ (2𝑎𝑐 + 𝑏2)√4
3

. 

Oleh karena itu, perlu dihitung solusi persamaan 𝑎2 + 4𝑏𝑐 = 1 , 2𝑎𝑏 + 2𝑐2 = 5,  dan 2𝑎𝑐 + 𝑏2. 

Selanjutnya, digunakan metode pendekatan fungsi norm dari lapangan perluasan ℚ(√2
3

)/ℚ  dengan 

menggunakan basis 𝐵 = {1, √2
3

, √4
3

}. 

Tulis 𝛼 = 1 + 5√2
3

− √4
3

. Dibentuk matriks representasi [𝑇𝛼]𝐵 yaitu  

𝑇𝛼(1) = 1. 𝛼 = 1 + 5√2
3

− √4
3

 

𝑇𝛼(√2
3

) = √2
3

𝛼 = −2 + √2
3

+ 5√4
3

 

 𝛼(√4
3

) = √4
3

𝛼 = 10 − 2√2
3

+ √4
3

 

 Jadi, [𝑚𝛼]𝐵 = (
1 −2 10
5 1 −2
−1 5 1

).  Diperoleh 𝑁𝐾/𝐿(𝛼) = 𝑑𝑒𝑡([𝑇𝛼]) = 277.  Menurut Teorema 20, 

diperoelh 𝑁𝐾/𝐿(𝑎 + 𝑏 √2
3

+ 𝑐 √4
3

)2 = 𝑁𝐾/𝐿(𝛼) = 𝑁𝐾/𝐿(1 + 5√2
3

− √4
3

) = 277 . Hal ini menimbulkan 

kontradiksi karena 277 merupakan bilangan prima. 

Dengan demikian, diperoleh 1 + 5√2
3

− √4
3

 bukan merupakan kuadrat sempurna di ℚ(√2
3

). 

Contoh 22. 

Diberikan lapangan perluasan ℚ(√2
3

)//ℚ. Dengan menggunakan trace dan norm, akan ditunjukkan bahwa 

√3
3

∉ ℚ(√2
3

) dengan metode kontradiksi. 

Diandaikan √3
3

∈ ℚ(√2
3

) yaitu terdapat 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℚ sedemikian sehingga √3
3

= 𝑎 + 𝑏 √2
3

+ 𝑐 √4
3

. Jadi,  

3 = (𝑎 + 𝑏 √2
3

+ 𝑐 √4
3

)3 

  = (𝑎3 + 2𝑏3 + 4𝑐3 + 12𝑎𝑏𝑐) + (3𝑎2𝑏 + 6𝑎𝑐2 + 6𝑏2𝑐)√2
3

+ (3𝑎2𝑐 + 3𝑎𝑏2 + 6𝑏𝑐2)√4
3

. 

Dengan memanfaatkan fungsi trace akan dihitung nilai 𝑎, 𝑏, 𝑐  yang memenuhi persamaan di atas. 

Diperhatikan bahwa 𝐵 = {1, √2
3

, √4
3

} dan 𝐶 = {1, √3
3

, √9
3

} masing-masing merupakan basis dari ℚ(√2
3

) 

dan ℚ(√3
3

) sebagai ruang vektor atas ℚ. Diketahui bahwa  

 [𝑇
√2
3 ]𝐵 = (

0 0 2
1 0 0
0 1 0

) 

dan 

[𝑇
√2
3 ]𝐵 = (

0 2 0
0 0 2
1 0 0

) 

sehingga 𝑇𝑟(√2
3

) = 𝑡𝑟([𝑇
√2
3 ]𝐵) = 0 dan 𝑇𝑟(√4

3
) = 𝑡𝑟([𝑇

√4
3 ]𝐵) = 0. Berdasarkan Teorema 20, diperoleh  

𝑇𝑟(√3
3

) = 𝑇𝑟(𝑎 + 𝑏 √2
3

+ 𝑐 √4
3

) 

  = 𝑎𝑇𝑟(1) + 𝑏𝑇𝑟(√2
3

) + 𝑐𝑇𝑟(√4
3

) 

  = 𝑎𝑡𝑟([𝑇1]) + 0 + 0 

  = 𝑎𝑡𝑟([𝑇1]) + 0 + 0 

  = 3𝑎. 
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Karena 𝑇𝑟(√2
3

) = 0, diperoleh 3𝑎 = 0 sehingga 𝑎 = 0. Jadi,√3
3

= 𝑏 √2
3

+ 𝑐 √4
3

 sehingga  

√6
3

= 𝑏 √4
3

+ 2𝑐 

Berdasarkan Lema 11, didapatkan 𝐷 = {1, √6
3

, √36
3

} merupakan basis dari ℚ(√6
3

). Karena √6
3

∈ ℚ(√2
3

), 

diperoleh ℚ(√2
3

) = ℚ(√6
3

). Jadi, 𝐷 juga merupakan basis dari ℚ(√2
3

). Sehingga,  

 [𝑇
√6
3 ]𝐷 = (

0 0 6
1 0 0
0 1 0

). 

Jadi,  

0 = 𝑇𝑟(√6
3

) = 2𝑐. 𝑇𝑟(1) + 𝑏. = 6𝑐 

sehingga 𝑐 = 0. Didapatkan  

√3
3

= 𝑎 + 𝑏 √2
3

+ 𝑐 √4
3

= 0 + 𝑏 √2
3

+ 0. √4
3

 

Jadi, 3 = 2𝑏3  sehingga 𝑏3 = 3/2  dengan 𝑏  tidak memiliki solusi rasional sehingga menimbulkan 

kontradiksi. Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa √3
3

∉ ℚ(√2
3

). 

3. Kesimpulan 

Diberikan suatu lapangan perluasan 𝐿/𝐾. Berlaku 

1. Dengan menggunakan sifat lapangan perluasan 𝐿/𝐾 sebagai ruang vektor, dapat dikonstruksikan 

fungsi trace dan norm yaitu 

𝑇𝑟𝐿/𝐾: 𝐿 → 𝐾 dan 𝑁𝐿/𝐾: 𝐿 → 𝐾 

dengan fungsi trace 𝑇𝑟𝐿/𝐾  merupakan transformasi linear dan fungsi norm 𝑁𝐿/𝐾  mengawetkan 

oeprasi perkalian dan elemen unit di 𝐿.  

2. Dengan menggunakan pendekatan fungsi trace dan norm dapat diterapkan pada lapangan perluasan 

salah satunya pada lapangan perluasan 𝐿/𝐾 dengan 𝐾 = ℚ dan 𝐿 = ℚ(√2
3

). 

(a) 1 + 5√2
3

− √4
3

 bukan merupakan kuadrat sempurna di ℚ(√2
3

).  

(b) √3
3

∉ ℚ(√2
3

). 
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