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Abstrak: Konsep hiperstruktur ajabar merupakan perumuman dari konsep struktur aljabar. Konsep 
hiperstruktur aljabar yang dibahas dalam penelitian ini yaitu ruang hipervektor. Tujuan dari penulisan ini 
adalah untuk mengkaji basis dan dimensi pada ruang hipervektor. Dalam ruang hipervektor terdapat sifat 
disitributif kiri kuat yaitu (𝑎 + 𝑏) ∘ 𝑥 = 𝑎 ∘ 𝑥 + 𝑏 ∘ 𝑥,         ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾, ∀𝑥 ∈ 𝑉.  Selain itu dalam ruang 
hipervektor yang memiliki sifat 𝐾 − invertible pentingnya sifat distribusi kiri yang kuat dan sifat invertible 
pada ruang hipervektor ini memastikan bahwa setiap himpunan bebas linear  tidak lebih dari 𝑛 elemen, di 
mana 𝑛 adalah dimensi ruang hipervektor tersebut. Selanjutnya penambahan vektor dari luar basis akan 
mengakibatkan atau tidak bebas linear. 
 
Keywords: Ruang hipervektor, bebas linear, merentang, 𝑘-invertible, basis, dimensi.

 

1. Pendahuluan 

Struktur aljabar merupakan kajian matematika yang berperan dalam memahami berbagai konsep 
fundamental, seperti grup, lapangan, dan ruang vektor. Struktur ini dikembangkan melalui proses 
generalisasi, salah satunya adalah konsep hiperstruktur aljabar. 

Hiperstruktur aljabar menggeneralisasi struktur aljabar konvensional dengan menggunakan 
hiperoperasi. Berbeda dari operasi biner, hiperoperasi memetakan pasangan elemen ke himpunan bagian. 
Jika 𝑎 dan 𝑏 adalah elemen himpunan 𝐻, maka hasil hiperoperasi 𝑎 ∘ 𝑏 dalam himpunan, bukan elemen 
tunggal. Konsep ini pertama kali diperkenalkan oleh F. Marty pada 1934 melalui hipergrup, yang merupakan 
generalisasi grup dengan operasi biner digantikan oleh hiperoperasi. Dalam hipergrup, sifat dasar grup 
seperti asosiatif, identitas, dan invers tetap dapat didefinisikan dalam konteks himpunan, memberikan 
fleksibilitas lebih luas dibandingkan grup. 

Ruang hipervektor merupakan pengembangan dari hiperstruktur dan generalisasi ruang vektor, di mana 
operasi pergandaan skalar digantikan oleh hiperoperasi. Akibatnya, hasil pergandaan skalar dengan vektor 
bukan satu vektor tunggal, melainkan himpunan vektor. 

Dalam ruang vektor dikaji basis dan dimensi. Basis merupakan himpunan vektor yang bebas linear dan 
merentangkan ruang vektor tersebut artinya setiap vektor dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear dari 
vektor-vektor dalam basis dengan koefisien yang berasal dari lapangan skalar yang sesuai. Jika sebuah ruang 
vektor memiliki basis yang terdiri dari 𝑛  vektor maka ruang tersebut memiliki dimensi 𝑛 , yang 
menyiratkan bahwa setiap vektor dalam ruang itu dapat direpresentasikan secara tunggal sebagai kombinasi 
linear dari tepat 𝑛 vektor bebas linear. Termotivasi dari himpunan merentang dan bebas linear pada ruang 
hipervektor, himpunan 𝐵  merentang 𝑉 , jika setiap vektor di 𝑣 ∈ 𝑉  dapat dinyatakan sebagai 𝑣 = 𝑥1 +
𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛 , dengan 𝑥𝑖 ∈ 𝛼𝑖 ∘ 𝑏𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑛 ∈ ℕ. Himpunan  𝐵 = {𝑏1, 𝑏2,… , 𝑏𝑛}  dikatakan bebas linear 
jika 𝐵 ⊆ 𝑉 dengan 0 ∈ 𝛼1 ∘ 𝑣1 + 𝛼2 ∘ 𝑣2 +⋯+ 𝛼𝑛 ∘ 𝑣𝑛, 𝛼1 = 𝛼2 = ⋯ = 𝛼𝑛 = 0.  

mailto:henrywmpatty81@gmail.com
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Pada ruang vektor diketahui bahwa  basis memiliki beberapa sifat khusus yaitu setiap ruang vektor 
memiliki basis dan jumlah vektor dalam suatu basis sama yang memotivasi pendefinisian dimensi suatu 
ruang vektor. 

 

2. Tinjauan Pustaka 

Teori hiperstruktur aljabar pertama kali diperkenalkan oleh F. Marty pada tahun 1934 dalam makalahnya 
yang berjudul “Sur une generalization de la notion de groupe” pada Kongres Matematikawan Skandinavia ke-
8. Salah satu penerapannya dikaji oleh Huwae dkk. pada tahun 2024, yang membahas konsep semihipergrup 
dalam analisis reaksi redoks antara unsur Aktinium (Ac) dan Berkelium (Bk). Penelitian ini menggunakan 
kajian literatur untuk menyusun tabel operasi, menunjukkan peran penting aljabar dalam memahami 
interaksi kimia. Teori hiperstruktur berkembang dengan diperkenalkannya ruang hipervektor oleh Scafati 
Tallini (1990), kemudian R. Ameri (2005) meneliti ruang hipervektor fuzzy, lalu bersama O. R. Dehghan (2008) 
mengkaji ketergantungan linear, basis, dan dimensi. Pada 2019, O. R. Dehghan dkk. memperkenalkan contoh 
nontrivial baru serta membahas span, basis terurut, koordinat, dan transformasi linear.  

 Ruang Vektor 

Pada bagian ini akan dijelaskan konsep ruang vektor. Namun sebelumnya dibahas terlebih dahulu 
konsep lapangan. 

 
Definisi 2.1.1 (Muchlisah, 1999) 
Suatu himpunan 𝐹 yang dilengkapi operasi biner (+) dan (∙) disebut lapangan, (𝐹,+,∙) jika memenuhi:  

i. (𝐹, +) merupakan grup komutatif 
ii. (𝐹\{0},∙) semigrup dengan elemen satuan dan setiap elemen tak nol memiliki invers 

iii. (𝐹, +,∙) Bersifat distributif 
 

Definisi 2.1.2 (Roman, 2006) 
Misalkan 𝐹  merupakan lapangan dan 𝑉  himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan operasi "+"  dan 
“ ∙ ” disebut ruang vektor jika memenuhi : 
(𝑉,+) ∶ grup komutatif 
(𝐹,+,∙) ∶ lapangan  

∙ ∶  𝐹 × 𝑉 ⟶ 𝑉  
     (𝛼, 𝒗)  ⟶∙ (𝛼, 𝒗) = 𝛼𝒗  

Aksioma: 

1. (∀𝛼 ∈ 𝐹) ( ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉)  𝛼(𝑢 + 𝑣) = 𝛼𝑢 + 𝛼𝑣,  
2. (∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹) ( ∀𝑢 ∈ 𝑉)(𝛼 + 𝛽)𝑢 = 𝛼𝑢 + 𝛽𝑢 
3.  𝛼(𝛽𝑢) = (𝛼𝛽)𝑢, (∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹) (𝑢 ∈ 𝑉) 
4. 1𝑢 = 𝑢1 = 𝑢, (∀𝑢 ∈ 𝑉).  

Definisi 2.1.3 (Anton & Rorres, 2013)  
Diberikan V ruang vektor atas lapangan F. Himpunan W≠∅ dan W⊆V. Himpunan W adalah subruang vektor 
dari V jika W juga ruang vektor terhadap operasi penjumlahan dan pergandaan skalar yang sama di V. 
 
Teorema 2.1.4 ( Roman, 2006) 
Diberikan 𝑉  ruang vektor atas lapangan 𝐹 , himpunan 𝑊 ≠ ∅  dan dan 𝑊 ⊆ 𝑉 . Himpunan 𝑊  adalah 
subruang vektor dari 𝑉 jika memenuhi 
 

i. (∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊),𝑢 − 𝑣 ∈ 𝑊 
ii. (∀𝑢 ∈ 𝑊)(∀𝑘 ∈ 𝐹) , 𝑘𝑢 ∈ 𝑊 

 Kombinasi Linear, Merentang (span), dan Bebas Linear 

Pada bagian ini akan dibahas kombinasi linear, merentang (span), dan bebas linear serta beberapa 
contoh dari masing-masing konsep tersebut. 

 
Definisi 2.2.1 Kombinasi Linear ( Anton & Rorres, 2013) 
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Diberikan 𝑉 ruang vektor atas lapangan 𝐹. Vektor 𝑣 ∈ 𝑉 merupakan kombinasi linear dari vektor-vektor 
𝑤1,𝑤2,… , 𝑤𝑛 jika terdapat skalar-skalar 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 sedemikian sehingga 

𝑣 = 𝛼1𝑤1 + 𝛼2𝑤2 +⋯+ 𝛼𝑛𝑤𝑛.  
 
 

Definisi 2.2.2 Merentang span (Anton & Rorres, 2013) 
Diberikan 𝑉  ruang vektor atas lapangan 𝐹 . Vektor-vektor 𝑤1,𝑤2,… , 𝑤𝑛  merentangkan ruang vektor 𝑉 
jika untuk setiap 𝒗 ∈ 𝑉 merupakan kombinasi linear dari 𝑤1,𝑤2,… ,𝑤𝑛. 
 
Definisi 2.2.3 Bebas linear ( Anton & Rorres, 2013)  
Himpunan vektor-vektor {𝑤1, 𝑤2, … ,𝑤𝑛} dikatakan bebas linear (linearly independent) jika  

𝛼1𝑤1 + 𝛼2𝑤2 +⋯+ 𝛼𝑛𝑤𝑛 = 0. 
Maka 

𝛼1 = 𝛼2 = ⋯ = 𝛼𝑛 = 0. 
Jika ada penyelesaian lain maka himpunan tersebut dikatakan bukan bebas linear.  

 Basis dan Dimensi 

Pada bagian ini akan dijelaskan konsep basis dan dimensi. Basis merupakan suatu ukuran tertentu yang 
menyatakan komponen dari sebuah vektor. Dimensi biasanya dihubungkan dengan ruang, misalnya garis 
adalah ruang dengan dimensi 1, bidang adalah ruang dengan dimensi 2 dan seterusnya. 

 
Definisi 2.3.1 (Anton, 2000)  
Jika 𝑉 adalah sebarang ruang vektor dan𝑆 = {𝑣1, 𝑣2,… . . , 𝑣𝑛} adalah suatu himpunan vektor-vektor dalam 
𝑉, maka 𝑆 disebut suatu basis untuk 𝑉 jika 𝑆 bebas linear dan 𝑆 merentang 𝑉 
 
Teorema 2.3.2 (Roman, 2006)  
Jika 𝑆 = {𝑣1, 𝑣2,… . . , 𝑣𝑛}  adalah suatu basis dari ruang vektor 𝑉 , maka setiap vektor 𝑣  pada 𝑉  dapat 
dinyatakan secara tunggal dalam bentuk 

𝑣 = 𝛼1𝑤1 + 𝛼2𝑤2 +⋯+ 𝛼𝑛𝑤𝑛. 
Definisi 2.3.3 (Anton & Rorres, 2013)  
Dimensi dari ruang vektor berdimensi terbatas 𝑉 dilambangkan dengan dim (𝑉) dan didefinisikan sebagai 
jumlah vektor dalam basis untuk 𝑉. Selain itu, ruang vektor nol didefinisikan memiliki dimensi nol. 

 Hiperstruktur Aljabar 

Hiperstruktur aljabar merupakan generalisasi dari struktur aljabar. Akan tetapi, jika pada struktur 
aljabar hasil operasi dua elemen berupa elemen, pada hiperstruktur aljabar, hasil hiperoperasi dua buah 
elemen berupa himpunan. Selanjutnya diberikan definisi terkait konsep hiperstruktur aljabar yaitu 
semihipergrup dan hipergrup. Berikut ini diberikan definisi dari semihipergrup. 
 
Definisi 2.4.1 (Davvaz, 2013). Suatu hipegrupoid (𝐻,∘) disebut semihipergrup jika memenuhi 

 𝑎 ∘ (𝑏 ∘ 𝑐) = (𝑎 ∘ 𝑏) ∘ 𝑐 , untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐻 
dan berarti bahwa 

⋃ 𝑢 ∘ 𝑐

𝑢∈𝑎∘𝑏

 = ⋃ 𝑎 ∘ 𝑣

𝑣∈𝑏∘𝑐

 

Semihipergrup (𝐻,∘) dikatakan komutatif bila memenuhi 
𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑦 ∘ 𝑥  untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻. 

Definisi 2.4.2 (Davvaz, 2013). Suatu hipergrupoid (𝐻,∘) disebut suatu  kuasihipergrup bila berlaku 
𝑎 ∘ 𝐻 = 𝐻 ∘ 𝑎 = 𝐻 untuk semua 𝑎 ∈ 𝐻 

 
Definisi 2.4.3 (Davvaz, 2013) Suatu hipergrupoid (𝐻,∘) disebut hipergrup jika memenuhi aksioma berikut: 

i. (∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻)𝑥 ∘ (𝑦 ∘ 𝑧) = (𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑧 (semihipergrup) 
ii. (∀ 𝑥 ∈  𝐻) 𝑥 ∘ 𝐻 = 𝐻 ∘ 𝑥 = 𝐻 (kuasihipergrup). 
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3. Metode Penelitian 

  Jenis penelitian yang digunakan adalah kajian literatur, dimana peneliti mengkaji beberapa tulisan yang 
berhubungan dengan penelitian, kemudian merangkum hasil-hasil penelitian dalam sebuah tulisan ilmiah. 
Berdasarkan jenis penelitian diatas, maka bahan dan materi yang digunakan dalam penelitian ini berupa 
beberapa karya ilmiah dari matematikawan yang disajikan dalam bentuk buku (dapat berupa e-book), jurnal, 
artikel, dan informasi ilmiah lainnya yang diperoleh dari media elektronik seperti internet.  

4. Hasil dan Pembahasan 

Pada bab ini akan dibahas mengenai karakteristik basis dan dimensi pada ruang hipervektor. Pembahasan 
ini mencakup sifat-sifat bebas linear dan merentang pada ruang hipervektor serta basis dan dimensi dengan 
penambahan sifat distributif kiri kuat dan k-invertible 
 

4.1.  Ruang Hipervektor 

Pada bagian ini akan dibahas mengenai konsep ruang hipervektor dan subhiperruang termasuk definisi, 
sifat-sifat, serta contoh yang menggambarkan konsep ini. 
 
Definisi 4.1.1 ( Tallini, 1990) Misalkan 𝐾  adalah lapangan dan didefinisikan ruang hipervektor atas 𝐾  
sebagai 4-tuplet (𝑉,+,∘,𝐾) sedemikian sehingga  (𝑉,+) merupakan grup abelian dan  

∘:𝐾 × 𝑉 → 𝑃∗(𝑉) 
adalah pemetaan untuk setiap  𝛼, 𝛽 ∈ 𝐾 dan 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑉 berlaku aksioma berikut  
𝐻1  (𝛼 + 𝛽) ∘ 𝑣1 ⊆ (𝛼 ∘ 𝑣1) + (𝛽 ∘ 𝑣1)  
𝐻2  𝛼 ∘  (𝑣1 + 𝑣2) ⊆ (𝛼 ∘ 𝑣1) + (𝛼 ∘ 𝑣2)    
𝐻3  𝛼 ∘ ( 𝛽 ∘ 𝑣1) = (𝛼𝛽) ∘ 𝑣1  
𝐻4  𝛼 ∘ (−𝑣1) = (−𝛼) ∘ 𝑣1 = −(𝛼 ∘ 𝑣1)  
𝐻5  𝑣1 ∈ 1 ∘ 𝑣1 . 
Selanjutnya, pada bagian 𝐻1, operasi penjumlahan dalam pengertian Frobenius, yaitu  

𝑎 ∘ 𝑥 + 𝑎 ∘ 𝑦 = {𝑝 + 𝑞 ∶ 𝑝 ∈ 𝑎 ∘ 𝑥, 𝑞 ∈ 𝑎 ∘ 𝑦}. 
Hal yang sama berlaku pada 𝐻2. Untuk, 𝐻3 operasi 𝑎 ∘ (𝑏 ∘ 𝑥) didefinisikan sebagai  

𝑎 ∘ (𝑏 ∘ 𝑥) = ⋃ 𝑎 ∘ 𝑦.

𝑦∈𝑏∘𝑥

 

(𝑉,+,∘, 𝐾) disebut anti-distributif kiri jika 
(𝑎 + 𝑏) ∘ 𝑥 ⊇ 𝑎 ∘ 𝑥 + 𝑏 ∘ 𝑥,           ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾, ∀𝑥 ∈ 𝑉, 

dan distributif kiri kuat, jika 
(𝑎 + 𝑏) ∘ 𝑥 = 𝑎 ∘ 𝑥 + 𝑏 ∘ 𝑥,           ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾, ∀𝑥 ∈ 𝑉. 

Dengan cara yang sama mendefinisikan anti-distributif kanan dan distributif kanan kuat. 𝑉  disebut 
distributif kuat jika berdistributif kiri kuat dan kanan. 
 
Lemma 4.1.2  Misalkan (𝑉,+,∘ 𝐾) adalah ruang hipervektor dan Ω𝑣 = 0 ∘ 0 dengan 0 sebagai elemen 

nol dari (𝑉,+). Berlaku  
1. Jika 𝑉 adalah distributif kanan atau kiri yang kuat, maka Ω𝑣 merupakan subgrup dari (𝑉,+). 
2. Jika 𝑉 anti-distributif kiri dan untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑉, 0 ∘ 𝑥 ⊇ Ω𝑣 maka untuk setiap  𝑥 ∈ 𝑉, 0 ∘

𝑥  subgrup dari (𝑉,+).  
3. Jika 𝑉 distributif kiri kuat, maka 𝑎 ∘ 0 = Ω𝑣 = 𝑎 ∘ Ω𝑣, untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐾. 

Bukti 
1. Jika 𝑉 adalah distributif kanan atau kiri yang kuat, maka Ω𝑣 merupakan subgrup dari (𝑉,+). 

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ Ω𝑣 
Akan ditunjukkan 𝑎 − 𝑏 ∈ Ω𝑣 
𝑎 ∈ Ω𝑣 artinya 𝑎 ∈ 0 ∘ 0  dan 𝑏 ∈ Ω𝑣 artinya 𝑏 ∈ 0 ∘ 0 

𝑎 − 𝑏 ∈ (0 ∘ 0) + (−0 ∘ 0) 

= (0 − 0) ∘ 0                          𝐻1 

= 0 ∘ 0 
= Ω𝑣. 
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2. Jika 𝑉  anti-distributif kiri dan untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑉, 0 ∘ 𝑥 ⊇ Ω𝑣  maka untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑉, 0 ∘ 𝑥 
merupakan subgrup dari (𝑉,+). 
Ambil sebarang 𝑥1, 𝑥2 ∈ 0 ∘ 𝑥 
Akan ditunjukkan 𝑥1 − 𝑥2 ∈ 0 ∘ 𝑥  
Karena 𝑉 anti-distributif kiri maka 

(0 − 0) ∘ 𝑥 ⊇ 0 ∘ 𝑥 + 0 ∘ 𝑥 
0 ∘ 𝑥 ⊇ 0 ∘ 𝑥 + 0 ∘ 𝑥 

karena 𝑥1, 𝑥2 ∈ 0 ∘ 𝑥, maka 𝑥1 − 𝑥2 ∈ 0 ∘ 𝑥  
selain itu, dari asumsi 0 ∘ 𝑥 ⊇ Ω𝑣  dan diketahui Ω𝑣 = 0 ∘ 0  maka 0 ∘ 𝑥 memuat Ω𝑣. 

 
3. jika 𝑉 distributif kiri kuat, maka 𝑎 ∘ 0 = Ω𝑣 = 𝑎 ∘ Ω𝑣, untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐾. 

Ambil sebarang 𝑎 ∈ 𝐾 dan 0 ∈ 𝑉 

Akan ditunjukkan 𝑎 ∘ 0 = Ω𝑣 = 𝑎 ∘ Ω𝑣  
Diketahui  

Ω𝑣 = 0 ∘ 0 
maka 

𝑎 ∘ Ω𝑣 = 𝑎 ∘ (0 ∘ 0) 

= (𝑎 ∘ 0) ∘ 0            (𝐻3) 

  Karena 0 ∈ 𝐾 maka berlaku 
𝑎 ∘ 0 = 0. 

Sehingga  
(𝑎 ∘ 0) ∘ 0 = 0 ∘ 0 = Ω𝑣. 

Jadi, diperoleh 
𝑎 ∘ Ω𝑣 = Ω𝑣. ∎ 

 
Teorema 4.1.3 Diberikan (𝑉, + ∘, 𝐾)  adalah ruang hipervektor distributif kiri kuat sedemikian sehingga 

|1 ∘ 0| = 1 dan untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑉, −𝑥 ≠ 𝑥, kecuali 𝑥 = 0. Maka untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑉, berlaku  

𝑥 = 0⟺ ∀𝑎 ∈ 𝐾, 𝑎 ≠ 0, 𝑎 ∘ 𝑥 + 𝑎 ∘ 𝑥 = Ω. 
Bukti  
⟹ Misalkan 𝑥 = 0 dan 0 ≠ 𝑎 ∈ 𝐾. Akan ditunjukkan bahwa 

𝑎 ∘ 𝑥 + 𝑎 ∘ 𝑥 = Ω. 
Berdasarkan Lemma 4.1.2, berlaku  

𝑎 ∘ 𝑥 + 𝑎 ∘ 𝑥 = 𝑎 ∘ 0 + 𝑎 ∘ 0. 
Karena 𝑎 ∘ 0 = Ω, maka 

𝑎 ∘ 𝑥 + 𝑎 ∘ 𝑥 = Ω+ Ω. 
Ω+ Ω = Ω. 

⟸ Misalkan 𝑎 ∘ 𝑥 + 𝑎 ∘ 𝑥 = Ω. Akan ditunjukkan bahwa 𝑥 = 0 . 

𝑎 ∘ (𝑥 + 𝑥) = 𝑎 ∘ 𝑥 + 𝑎 ∘ 𝑥 
𝑎 ∘ 2𝑥 = 𝑎 ∘ 𝑥 + 𝑎 ∘ 𝑥 
𝑎 ∘ 2𝑥 = Ω 
𝑎 ∘ 2𝑥 = 𝑎 ∘ 0. 

Kalikan kedua ruas dengan 𝑎−1, diperoleh 
𝑎−1 ∘ (𝑎 ∘ 2𝑥) ⊆ 𝑎−1 ∘ (𝑎 ∘ 0). 
(𝑎−1𝑎) ∘ 2𝑥 ⊆ (𝑎−1𝑎) ∘ 0 

1 ∘ 2𝑥 ⊆ 1 ∘ 0 

1 ∘ 2𝑥 ⊆ {0} 

Ini artinya  
2𝑥 =  0 

𝑥 =  0 

Jadi 𝑥 = −𝑥 karena 𝑥 = 0. 

Dengan demikian, terbukti bahwa  
𝑥 = 0⟺ ∀𝑎 ∈ 𝐾, 𝑎 ≠ 0, 𝑎 ∘ 𝑥 + 𝑎 ∘ 𝑥 = Ω.∎ 
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Definisi 4.1.4 ( Tallini, 1994) Diberikan himpunan bagian tak kosong 𝑊 dari 𝑉  disebut subhiperruang 
dari 𝑉, jika 𝑊 merupakan ruang hipervektor dengan hiperoperasi yang didefinisikan pada  𝑉, yaitu 

i. (∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑊), 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑊, 
ii. (∀𝑎 ∈ 𝐾)(∀𝑥 ∈ 𝑊), 𝑎 ∘ 𝑥 ⊆ 𝑊. 

Dituliskan  dengan 𝑊 ⊆  𝑉.  
 
 
 

Teorema 4.1.5 Jika 𝑉  ruang hipervektor distributif kiri atau kanan yang kuat, maka Ω𝑉  adalah 
suhiperruang terkecil dari 𝑉. 
 
Bukti  
Akan ditunjukkan Ω𝑉 subhiperruang dari 𝑉 dan Ω𝑉 adalah suhiperruang terkecil dari 𝑉. 

1. Ω𝑉 subhiperruang dari 𝑉 
Berdasarkan Lemma  4.1.2, Ω𝑉 merupakan subgrup dari 𝑉 dan memenuhi 

𝑎 ∘  Ω𝑉 = Ω𝑉 ,    ∀𝑎 ∈ 𝐾. 
Maka , Ω𝑉 adalah subhiperruang dari 𝑉. 
 

2. Ω𝑉 subhiperruang terkecil dari 𝑉 
Misalkan 𝐻 adalah subhiperruang dari 𝑉 dan 𝑥 ∈ Ω𝑉. Karena Ω𝑉 = 0 ∘ 0 , maka  

𝑥 ∈ 0 ∘ 0 
karena 𝐻 subhiperruang dari 𝑉, maka 0 ∈ 𝐻 dan 0 ∘ 𝐻 ⊆ 𝐻, diperoleh  

𝑥 ∈ 0 ∘ 0 ⊆ 0 ∘ 𝐻 ⊆ 𝐻. 
Karena 𝑥 ∈ Ω𝑉 juga ada di 𝐻, maka Ω𝑉  ⊆ H. 

Dengan demikian terbukti bahwa Ω𝑉 subhiperruang dari 𝑉 dan Ω𝑉 adalah suhiperruang terkecil dari 𝑉. 
∎  
 

4.2.  Merentang dan Bebas Linear pada Ruang Hipervektor 

Pada bagian ini akan dibahas konsep bebas linear dan merentang pada ruang hipervektor. 
 
Definisi 4.2.1 Merentang (Ameri & Dehghan, 2008)  
Jika 𝑆 himpunan tak kosong 𝑉, maka merentang 𝑆 didefinisikan sebagai : 

𝑆𝑃(𝑆) = {𝑥 ∈ 𝑉: 𝑥 ∈∑ 𝑎𝑖 ∘ 𝑦𝑖 , 𝑎𝑖 ∈ 𝐾, 𝑦𝑖 ∈ 𝑆, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑛 ∈ ℕ
𝑛

𝑖=1
} 

  = {𝑥1+. . . +𝑥𝑛: 𝑥𝑖 ∈ 𝑎𝑖 ∘ 𝑦𝑖 , 𝑎𝑖 ∈ 𝐾, 𝑦𝑖 ∈ 𝑆, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑛 ∈ ℕ}. 
 

Lemma 4.2.2 𝑆𝑃(𝑆) subhiperruang terkecil 𝑉 yang memuat 𝑆. 
 
Bukti  
Akan ditunjukkan 𝑆𝑃(𝑆) subhiperruang 𝑉 dan 𝑆𝑃(𝑆) subhiperruang terkecil 𝑉 yang memuat 𝑆. 

i.  𝑆𝑃(𝑆) subhiperruang 𝑉  
a) 𝑥1 − 𝑥2 ∈ 𝑆𝑃(𝑆) 

Misalkan 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑆𝑃(𝑆). Maka 
𝑥1 ∈ ∑ 𝑎𝑖 ∘ 𝑦𝑖

𝑛
𝑖=1  dan 𝑥2 ∈ ∑ 𝑎𝑖́ ∘ 𝑦𝑖́

𝑛
𝑖=1  

dengan 𝑎𝑖 , 𝑎𝑖́ ∈ 𝐾, 𝑦𝑖 , 𝑦𝑖́ ∈ 𝑆. Maka 

𝑥1 − 𝑥2 ∈∑ 𝑎𝑖 ∘ 𝑦𝑖
𝑛

𝑖=1
−∑ 𝑎𝑖́ ∘ 𝑦𝑖́

𝑚

𝑖=1
 

=∑ 𝑎𝑖 ∘ 𝑦𝑖
𝑛

𝑖=1
+∑ (−𝑎𝑖́ ) ∘ 𝑦𝑖́

𝑚

𝑖=1
  (𝐻4) 

Oleh karena kombinasi linear dari elemen-elemen 𝑆 tetap berada dalam 𝑆𝑃(𝑆), maka 
𝑥1 − 𝑥2 ∈ 𝑆𝑃(𝑆). 

b) 𝑘 ∘ 𝑥1 ∈ 𝑆𝑃(𝑆). 
Misalkan 𝑥1 ∈ 𝑆𝑃(𝑆), 𝑘 ∈ 𝐾. Maka  

𝑘 ∘ 𝑥1 ⊆ 𝑘 ∘∑ 𝑎𝑖 ∘ 𝑦𝑖
𝑛

𝑖=1
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⊆∑ 𝑘 ∘ (𝑎𝑖 ∘ 𝑦𝑖
𝑛

𝑖=1
)   (𝐻1) 

=∑ (𝑘𝑎𝑖) ∘ 𝑦𝑖
𝑛

𝑖=1
    (𝐻3) 

Karena hasil hiperopersi terhadap elemen 𝑆  masih menghasilkan elemen dalam 𝑆𝑃(𝑆) , 
maka 

𝑘 ∘ 𝑥1 ∈ 𝑆𝑃(𝑆). 
Berdasarkan (a) dan (b) terbukti bahwa 𝑆𝑃(𝑆) adalah subhiperruang dari 𝑉 atau dengan 
kata lain 𝑆𝑃(𝑆) ⊆ 𝑉. 
 

ii. 𝑆𝑃(𝑆) subhiperruang terkecil 𝑉 yang memuat 𝑆.  
 Asumsikan 𝑊 subhiperruang 𝑉 yang memuat 𝑆. Maka untuk setiap 𝑥1 ∈ 𝑆𝑃(𝑆) dapat dinyatakan 

𝑥1 ∈∑ 𝑎𝑖 ∘ 𝑦𝑖
𝑛

𝑖=1
,      𝑎𝑖 ∈ 𝐾, 𝑦𝑖 ∈ 𝑆. 

Karena 𝑆 ⊆ 𝑊, maka 𝑦𝑖 ∈ 𝑊. Sehingga diperoleh 

∑ 𝑎𝑖 ∘ 𝑦𝑖 ⊆
𝑛

𝑖=1
𝑊 ⟹ 𝑥1 ∈ 𝑊. 

Jadi, 𝑆𝑃(𝑆) ⊆ 𝑊.  
Dengan demikian, terbukti bahwa 𝑆𝑃(𝑆)  subhiperruang 𝑉  dan 𝑆𝑃(𝑆)  subhiperruang terkecil 𝑉 
yang memuat 𝑆. ∎  
 
 

Teorema 4.2.3 Diberikan 𝑉  adalah distributif kiri kuat dan 𝑥1, … , 𝑥𝑛 , 𝑦1, … , 𝑦𝑚 ∈ 𝑉  sedemikian sehingga 
{𝑦1,… , 𝑦𝑚} merentangkan 𝑉 dan 𝑦1,… , 𝑦𝑚 ∈ 𝑆𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑛). Maka {𝑥1, … , 𝑥𝑛} juga merentangkan 𝑉. 

 

Bukti 

Diberikan {𝑦1,… , 𝑦𝑚} merentang 𝑉, artinya 

𝑉 = 𝑆𝑃(𝑦1,… , 𝑦𝑚) 
𝑦1,… , 𝑦𝑚 ∈ 𝑆𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑛), artinya 

{

𝑦1 ∈ 𝑎11 ∘ 𝑥1 +⋯+ 𝑎1𝑛 ∘ 𝑥𝑛
𝑦2 ∈ 𝑎21 ∘ 𝑥1 +⋯+ 𝑎2𝑛 ∘ 𝑥𝑛

⋮                               ⋮               ⋮
𝑦𝑚 ∈ 𝑎𝑚1 ∘ 𝑥1 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛 ∘ 𝑥𝑛 ,

  

untuk setiap 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐾, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.     

Akan ditunjukkan bahwa 𝑆𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝑉.  

Karena {𝑦1,… , 𝑦𝑚} merentang 𝑉, maka untuk 𝑥 ∈ 𝑉 terdapat 𝑏𝑖 ∈ 𝐾, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 sedemikian sehingga, 

𝑥 ∈ 𝑏1 ∘ 𝑦1 +⋯ .+𝑏𝑚 ∘ 𝑦𝑚  

𝑥 ∈ 𝑏1 ∘ (𝑎11 ∘ 𝑥1 +⋯+ 𝑎1𝑛 ∘ 𝑥𝑛) +⋯+ 𝑏𝑚 ∘ (𝑎𝑚1 ∘ 𝑥1 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛 ∘ 𝑥𝑛)  

⊆ 𝑏1 ∘ (𝑎11 ∘ 𝑥1) +⋯+ 𝑏1 ∘ (𝑎1𝑛 ∘ 𝑥𝑛) +⋯   

+𝑏𝑚 ∘ (𝑎𝑛1 ∘ 𝑥1) + ⋯+ 𝑏𝑚 ∘ (𝑎𝑚𝑛 ∘ 𝑥𝑛)  

= (𝑏1𝑎11) ∘ 𝑥1 +⋯+ (𝑏1𝑎1𝑛) ∘ 𝑥𝑛 +⋯+ (𝑏𝑚𝑎𝑛1) ∘ 𝑥1  

+⋯+ (𝑏𝑚𝑎𝑚𝑛) ∘ 𝑥𝑛  

= (𝑏1𝑎11+. . . +𝑏𝑚𝑎𝑛1) ∘ 𝑥1 +⋯+ (𝑏1𝑎1𝑛+. . . +𝑏𝑚𝑎𝑚𝑛) ∘ 𝑥𝑛  

⊆ 𝑆𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑛)  

Karena 𝑥 ∈ 𝑆𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑛) untuk sebarang 𝑥 ∈ 𝑉,  maka 

𝑆𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝑉. 
Dengan demikian {𝑥1, … , 𝑥𝑛} merentang 𝑉.∎ 

 
Definisi 4.2.4 Bebas Linear ( Ameri & Dehghan, 2008)  
Diberikan 𝐴 ⊆ 𝑆 . Himpunan 𝑆  disebut bebas linear jika setiap vektor 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ∈ 𝑆  dan 𝑐1, … , 𝑐𝑛 ∈ 𝐾, 
berlaku 

0 ∈ 𝑐1 ∘ 𝑥1 +⋯+ 𝑐𝑛 ∘ 𝑥𝑛 , 

dengan syarat 𝑐1 = ⋯ = 𝑐𝑛 = 0.  
 
Lemma 4.2.5 Diberikan  𝑉 distributif kiri kuat dan {𝑥, 𝑦, 𝑧} adalah himpunan bebas linear dalam 𝑉. Maka 
{𝑥 + 𝑦, 𝑦 + 𝑧, 𝑥 + 𝑧} juga merupakan himpunan bebas linear dalam 𝑉. 
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Bukti  
Diberikan {𝑥, 𝑦, 𝑧} dalam 𝑉. Artinya, jika 

0 ∈ 𝑎1 ∘ 𝑥 + 𝑎2 ∘ 𝑦 + 𝑎3 ∘ 𝑧, 

maka 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎3 = 0. 
Akan ditunjukkan bahwa {𝑥 + 𝑦, 𝑦 + 𝑧, 𝑥 + 𝑧} bebas linear. Misalkan  

0 ∈ 𝑎1 ∘ (𝑥 + 𝑦) + 𝑎2 ∘ (𝑦 + 𝑧) + 𝑎3 ∘ (𝑥 + 𝑧),  
untuk setiap 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ∈ 𝐾.  Maka  

0 ∈ 𝑎1 ∘ 𝑥 + 𝑎1 ∘ 𝑦 + 𝑎2 ∘ 𝑦 + 𝑎2 ∘ 𝑧 + 𝑎3 ∘ 𝑥 + 𝑎3 ∘ 𝑧 
= (𝑎1 + 𝑎3) ∘ 𝑥 + (𝑎1 + 𝑎2) ∘ 𝑦 + (𝑎2 + 𝑎3) ∘ 𝑧. 

karena {𝑥, 𝑦, 𝑧} adalah himpunan bebas linear, maka  
𝑎1 + 𝑎3 = 0, 𝑎1 + 𝑎2 = 0, 𝑎2 + 𝑎3 = 0, 

selesaikan sistem persamaan  
dari 𝑎1 + 𝑎3 = 0, diperoleh 𝑎3 = −𝑎1.  
Substitusi 𝑎3 = −𝑎1 ke 𝑎2 + 𝑎3 = 0. 

𝑎2 − 𝑎1 = 0 ⟹ 𝑎2 = 𝑎1. 
Substitusi 𝑎2 = 𝑎1 ke 𝑎1 + 𝑎2 = 0. 

𝑎1 + 𝑎1 = 0 ⟹  2𝑎1 = 0  ⟹  𝑎1 = 0. 
Karena 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎3 = 0 , maka {𝑥 + 𝑦, 𝑦 + 𝑧, 𝑥 + 𝑧}  memenuhi definisi bebas linear. Dengan demikian,  
{𝑥 + 𝑦, 𝑦 + 𝑧, 𝑥 + 𝑧} adalah himpunan bebas linear.∎ 
 
Teorema 4.2.6 Misalkan 𝑉  distributif kiri kuat dan 𝑥, 𝑦  adalah vektor bebas linear dalam 𝑉.  Jika 
𝑎1, 𝑎2, 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝐾,  dengan 𝑏1 ≠ 0, 𝑏2 ≠ 0,  dan 𝑎1𝑏2 − 𝑏1𝑎2 ≠ 0,  maka untuk setiap 𝑡1 ∈ 𝑎1 ∘ 𝑥, 𝑡2 ∈ 𝑎2 ∘
𝑦, 𝑠1 ∈ 𝑏1 ∘ 𝑥 dan 𝑠2 ∈ 𝑏2 ∘ 𝑦, vektor-vektor 𝑡1 + 𝑡2  dan 𝑠1 + 𝑠2 adalah bebas linear dalam 𝑉. 
 
Bukti  
Misalkan  

0 ∈ 𝑐 ∘ (𝑡1 + 𝑡2) + (𝑠1 + 𝑠2), 

dengan 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐾, 𝑡1 ∈ 𝑎1 ∘ 𝑥, 𝑡2 ∈ 𝑎2 ∘ 𝑦, 𝑠1 ∈ 𝑏1 ∘ 𝑥 dan 𝑠2 ∈ 𝑏2 ∘ 𝑦. 
Akan ditunjukkan bahwa 𝑡1 + 𝑡2 dan 𝑠1 + 𝑠2 adalah bebas linear.  
  0 ∈ 𝑐 ∘ (𝑡1 + 𝑡2) + (𝑠1 + 𝑠2),  

  0 ∈ 𝑐 ∘ (𝑎1 ∘ 𝑥 + 𝑎2 ∘ 𝑦) + 𝑑 ∘ (𝑏1 ∘ 𝑥 + 𝑏2 ∘ 𝑦) ⊆ 

𝑐 ∘ (𝑎1 ∘ 𝑥) + 𝑐 ∘ (𝑎2 ∘ 𝑦) + 𝑑 ∘ (𝑏1 ∘ 𝑥) + 𝑑 ∘ (𝑏2 ∘ 𝑦)  
  = (𝑐𝑎1) ∘ 𝑥 + (𝑐𝑎2) ∘ 𝑦 + (𝑑𝑏1) ∘ 𝑥 + (𝑑𝑏2) ∘ 𝑦  
  = (𝑐𝑎1 + 𝑑𝑏1) ∘ 𝑥 + (𝑐𝑎2 + 𝑑𝑏2) ∘ 𝑦. 

Karena {𝑥, 𝑦} adalah himpunan bebas linear, maka  
𝑐𝑎1 + 𝑑𝑏1 = 0    (1) 
𝑐𝑎2 + 𝑑𝑏2 = 0   (2) 

dari persamaan (1) 

𝑑 = −
𝑐𝑎1

𝑏1
,  (karena 𝑏1 ≠ 0) 

substitusi 𝑑 = −
𝑐𝑎1

𝑏1
 ke persamaan (2) 

𝑐𝑎2 −
𝑐𝑎1𝑏2
𝑏1

= 𝑐 (𝑎2 −
𝑎1𝑏2
𝑏1

) = 𝑐 (
𝑏1𝑎2 − 𝑎1𝑏2

𝑏1
) 

= 𝑐 (
𝑎1𝑏2 − 𝑏1𝑎2

𝑏1
) = 0. 

Diperoleh 𝑐 = 0. Substitusi ke persamaan (1) 
𝑐𝑎1 + 𝑑𝑏1 = 0 ⟹ 𝑑 = 0 

Karena 𝑐 = 0 dan 𝑑 = 0 maka terbukti  𝑡1 + 𝑡2 dan 𝑠1 + 𝑠2 adalah bebas linear.∎ 
 
Teorema 4.2.7 Jika 𝑉 distributif kiri kuat, maka untuk setiap himpunan 𝑆 ⊆ 𝑉 dengan 0 ∈ 𝑆, himpunan 
𝑆 adalah tidak bebas linear. 
 
Bukti  

Misalkan 𝑆 = {0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛} ⊆ 𝑉, dengan 0 ∈ 𝑆. 
Akan ditunjukkan 𝑆 tidak bebas linear. 
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Berdasarkan definisi bebas linear, suatu himpunan 𝑆 bebas linear jika  
0 ∈ 𝑐0 ∘ 0 + 𝑐1 ∘ 𝑥1 + 𝑐2 ∘ 𝑥2 +⋯+ 𝑐𝑛 ∘ 𝑥𝑛 . 

hanya berlaku jika 𝑐0 = 𝑐1 = 𝑐2 = ⋯ = 𝑐𝑛 = 0. 
diketahui terdapat 𝑐0 = 1 dan 𝑐1 = 𝑐2 = ⋯ = 𝑐𝑛 = 0 memenuhi  

0 ∈ 1 ∘ 0 + 0 ∘ 𝑥1 + 0 ∘ 𝑥2 +⋯+ 0 ∘ 𝑥𝑛 . 

Karena terdapat 𝑐0 = 1 ≠ 0. Maka terbukti bahwa  𝑆 tidak bebas linear. ∎ 
 

4.3.  𝑲-Invertible atau 𝑲- Invertible Lemah 

Pada bagian ini akan dijelaskan konsep 𝐾 −Invertible atau 𝐾 −Invertible Lemah 
 
Definisi 4.3.1 (Ameri & Dehghan, 2008) 

i. Ruang hipervektor 𝑉 atas lapangan 𝐾 dikatakan 𝐾- Invertible lemah (∀𝑎 ∈ 𝐾), (∀ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉) jika 
𝑢 ∈ 𝑎 ∘ 𝑣  maka 𝑣 ∈ 𝑎, ∘ 𝑢, untuk setiap 𝑎, ∈ 𝐾. 

ii. Ruang hipervektor 𝑉 atas lapangan 𝐾 dikatakan 𝐾 − Invertible jika dan hanya jika  
(∀𝑎 ≠ 0 ∈ 𝐾), (∀ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉) jika  𝑢 ∈ 𝑎 ∘ 𝑣, maka 𝑣 ∈ 𝑎−1 ∘ 𝑢. 

 
Teorema 4.3.2 Misalkan 𝑉  ruang hipervektor Invertible lemah dan {𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2} ⊆ 𝑉,  sedemikian 
sehingga 𝑥1 ∈ 𝑏1 ∘ 𝑦1 dan 𝑥2 ∈ 𝑏2 ∘ 𝑦2, untuk setiap 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝐾. Berlaku, 𝑆𝑃(𝑥1, 𝑥2) = 𝑆𝑃(𝑦1, 𝑦2). 
 
Bukti  

Ambil sebarang 

𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑉 dengan 𝑥1 ∈ 𝑏1 ∘ 𝑦1 dan 𝑥2 ∈ 𝑏2 ∘ 𝑦2, untuk setiap 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝐾.  

𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑉 dengan 𝑦1 ∈ 𝑏1
′ ∘ 𝑥1 dan 𝑦2 ∈ 𝑏2

′ ∘ 𝑥2, untuk setiap 𝑏1
′ , 𝑏2

′ ∈ 𝐾.  
Akan ditunjukkan 𝑆𝑃(𝑥1, 𝑥2) = 𝑆𝑃(𝑦1, 𝑦2).  
Misalkan 𝑧 ∈ 𝑆𝑃(𝑥1, 𝑥2) sehingga  

𝑧 ∈ 𝑎1 ∘ 𝑥1 + 𝑎2 ∘ 𝑥2             (1) 
Untuk setiap 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐾, substitusi 𝑥1 dan 𝑥2 ke persamaan (1) diperoleh   

𝑧 ∈ 𝑎1 ∘ (𝑏1 ∘ 𝑦1) + 𝑎2 ∘ (𝑏2 ∘ 𝑦2)  
   = (𝑎1𝑏1) ∘ 𝑦1 + (𝑎2𝑏2) ∘ 𝑦2 

⊆ 𝑆𝑃(𝑦1, 𝑦2).  
Maka 𝑆𝑃(𝑥1, 𝑥2) ⊆ 𝑆𝑃(𝑦1, 𝑦2). 

Sebaliknya, misalkan  𝑤 ∈ 𝑆𝑃(𝑦1, 𝑦2), sehingga  
𝑤 ∈ 𝑐1 ∘ 𝑦1 + 𝑐2 ∘ 𝑦2             (2)

  
Untuk setiap 𝑐1, 𝑐2 ∈ 𝐾, substitusi 𝑦1 dan 𝑦2 ke persamaan (2) diperoleh 

𝑤 ∈ 𝑐1 ∘ (𝑏1
, ∘ 𝑥1) + 𝑐2 ∘ (𝑏2

, ∘ 𝑥2)  
= (𝑐1𝑏1

, ) ∘ 𝑥1 + (𝑐2𝑏2
, ) ∘ 𝑥2  

⊆ 𝑆𝑃(𝑥1, 𝑥2).  
Maka 𝑆𝑃(𝑦1, 𝑦2) ⊆ 𝑆𝑃(𝑥1, 𝑥2).  
Karena 𝑆𝑃(𝑥1, 𝑥2) ⊆ 𝑆𝑃(𝑦1, 𝑦2) dan 𝑆𝑃(𝑦1, 𝑦2) ⊆ 𝑆𝑃(𝑥1, 𝑥2), maka 𝑆𝑃(𝑥1, 𝑥2) = 𝑆𝑃(𝑦1, 𝑦2).∎  
 
Teorema 4.3.3 𝑉  bersifat invertible. Maka untuk setiap 𝑣1,… , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉 , berlaku salah satu dari dua 
kemungkinan berikut 

1. Himpunan (𝑣1, … , 𝑣𝑛)  adalah bebas linear, 
2. Terdapat suatu elemen 𝑣𝑗  dengan 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  sehingga 𝑣𝑗  dapat dinyatakan sebagai kombinasi 

linear dari elemen lainnya. 
 

Bukti  
Asumsikan 𝑣1,… , 𝑣𝑛  tidak bebas linear. Maka  

0 ∈ 𝑐1 ∘ 𝑣1 +⋯+ 𝑐𝑛 ∘ 𝑣𝑛 . 

untuk beberapa 𝑐1, … , 𝑐𝑛 dengan setidaknya satu 𝑐𝑗 ≠ 0. Selanjutnya misalkan 𝑡𝑖 = 𝑐𝑖 ∘ 𝑣𝑖 diperoleh  

0 ∈ 𝑡1 +⋯+ 𝑡𝑛 . 
sehingga, untuk suatu 𝑗 ∶ 

𝑡𝑗 = −(𝑡1 +⋯+ 𝑡𝑗−1 + 𝑡𝑗+1 +⋯+ 𝑡𝑛). 
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karena 𝑉 bersifat invertible, maka  
𝑣𝑗 ∈ 𝑐𝑗

−1 ∘ 𝑡𝑗 . 

substitusi 𝑡𝑗 : 

𝑣𝑗 ∈ 𝑐𝑗
−1 ∘ (−𝑡1 −⋯− 𝑡𝑗−1 − 𝑡𝑗+1 −⋯− 𝑡𝑛) 

⊆ 𝑐𝑗
−1 ∘ (−𝑡1) +⋯+ 𝑐𝑗

−1 ∘ (−𝑡𝑗−1) + 

+𝑐𝑗
−1 ∘ (−𝑡𝑗+1) +⋯+ 𝑐𝑗

−1 ∘ (−𝑡𝑛) 

             = −𝑐𝑗
−1 ∘ 𝑡1 −⋯− 𝑐𝑗

−1 ∘ 𝑡𝑗−1 − 𝑐𝑗
−1 ∘ 𝑡𝑗+1 −⋯− 𝑐𝑗

−1 ∘ 𝑡𝑛 

            ⊆ −𝑐𝑗
−1 ∘ (𝑐1 ∘ 𝑣1) − ⋯− 𝑐𝑗

−1 ∘ (𝑐𝑗−1 ∘ 𝑣𝑗−1) − 

                −𝑐𝑗
−1 ∘ (𝑐𝑗+1 ∘ 𝑣𝑗+1) − ⋯− 𝑐𝑗

−1 ∘ (𝑐𝑛 ∘ 𝑣𝑛) 

= (−𝑐𝑗
−1𝑐1) ∘ 𝑣1 +⋯+ (−𝑐𝑗

−1𝑐𝑗−1) ∘ 𝑣𝑗−1 + 

    +(−𝑐𝑗
−1𝑐𝑗+1) ∘ 𝑣𝑗+1 +⋯+ (−𝑐𝑗

−1𝑐𝑛) ∘ 𝑣𝑛 , 

Maka 𝑣𝑗 adalah kombinasi linear dari 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑗−1, 𝑣𝑗+1, … , 𝑣𝑛 .∎ 

 
Lemma 4.3.4 Diberikan 𝑉  distributif kiri kuat dan invertible. Jika 𝑊  subhiperruang dari 𝑉  yang 
direntang oleh 𝛽 = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛}  dengan 𝛽  tidak bebas linear. Maka terdapat himpunan bagian dari 𝛽 
yang bebas linear dan merentang 𝑊. 
 
Bukti  

Diketahui  
𝑊 = 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝛽) dengan 𝛽 = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} 

𝛽 tidak bebas linear 
Akan ditunjukkan  

∃𝛽′ ⊆ 𝛽 yang bebas linear dan 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝛽′) = 𝑊. 
Karena 𝛽 tidak bebas linear, maka terdapat subhimpunan yang bebas linear 

{𝑣1, 𝑣2,… , 𝑣𝑘} ⊆ 𝛽. 
jika 𝑘 = 𝑛, maka terbukti, 
jika 𝑘 < 𝑛, pilih 𝑣𝑗 ∈ 𝛽\{𝑣1, 𝑣2,… , 𝑣𝑘} yang merupakan kombinasi linear dari elemen lain: 

𝑣𝑗 ∈ 𝑏1 ∘ 𝑣1 +⋯+ 𝑏𝑗−1 ∘ 𝑣𝑗−1 + 𝑏𝑗+1 ∘ 𝑣𝑗+1 +⋯+ 𝑏𝑛 ∘ 𝑣𝑛 . 

hapus 𝑣𝑗 dari 𝛽, sehingga terbentuk himpunan baru 

𝛽′ = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑗−1, 𝑣𝑗+1, … , 𝑣𝑛}, 

memiliki 𝑛 − 1 elemen dan tetap merentang 𝑊. Karena jika 

𝑣 ∈∑𝑎𝑖 ∘ 𝑣𝑖 ,

𝑛

𝑖=1
𝑖≠𝑗

 

dan karena 0 ∈ 0 ∘ 𝑣𝑗 , maka 𝑣 ∈ 𝑊. Namun, akan ditunjukkan bahwa  

𝑠𝑝𝑎𝑛(𝛽′) = 𝑊. 
Misalkan untuk setiap 𝑤 ∈ 𝑊, terdapat 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 dalam 𝐾 sedemikian sehingga 𝑤 ∈ ∑ 𝑎𝑖 ∘ 𝑣𝑖

𝑛
𝑖=1 . 

Substitusi 𝑣𝑗 diperoleh 

𝑤 ∈ 𝑎1 ∘ 𝑣1 +⋯+ 𝑎𝑗 ∘ (𝑏1 ∘ 𝑣1 +⋯+ 𝑏𝑗−1 ∘ 𝑣𝑗−1 + 

         +𝑏𝑗+1 ∘ 𝑣𝑗+1 +⋯+ 𝑏𝑛 ∘ 𝑣𝑛) + ⋯+ 𝑎𝑛 ∘ 𝑣𝑛 

       = 𝑎1 ∘ 𝑣1 +⋯+ 𝑎𝑗𝑏1 ∘ 𝑣1 +⋯+ 𝑎𝑗𝑏𝑗−1 ∘ 𝑣𝑗−1 + 

           +𝑎𝑗𝑏𝑗+1 ∘ 𝑣𝑗+1 +⋯+ 𝑎𝑗𝑏𝑛 ∘ 𝑣𝑛 +⋯+ 𝑎𝑛 ∘ 𝑣𝑛 

= (𝑎1 + 𝑎𝑗𝑏1) ∘ 𝑣1 +⋯+ (𝑎𝑗−1 + 𝑎𝑗𝑏𝑗−1) ∘ 𝑣𝑗−1 + 

        +(𝑎𝑗+1 + 𝑎𝑗𝑏𝑗+1) ∘ 𝑣𝑗+1 +⋯+ (𝑎𝑛 + 𝑎𝑗𝑏𝑛) ∘ 𝑣𝑛 , 

Artinya, 𝑤 dapat ditulis sebagai kombinasi linear dari 𝑣1, 𝑣2,… , 𝑣𝑗−1, 𝑣𝑗+1, … , 𝑣𝑛 sehingga 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝛽′) = 𝑊. 

Dengan menggulangi proses ini, akan diperoleh himpunan bagian (𝑣1, . . , 𝑣𝑘 , 𝑣𝑖1,… , 𝑣𝑖𝑟) yang merentang 𝑊 

tetapi tidak memiliki elemen yang merupakan kombinasi linier dari yang lain. Berdasarkan Teorema 4.3.3 
elemen-elemen 𝑣1, . . , 𝑣𝑘 , 𝑣𝑖1, … , 𝑣𝑖𝑟 haruslah bebas linear. ∎ 

 

4.4.  Basis dan Dimensi Pada Ruang Hipervektor 

Pada bagian ini akan dibahas mengenai konsep basis dan dimensi pada ruang hipervektor. 
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Definisi 4.4.1 (Ameri & Dehghan, 2008) Diberikan himpunan 𝐵 ⊆ 𝑉, 𝐵 disebut basis untuk 𝑉 jika  

i. 𝐵 bebas linear 
ii. 𝐵 merentang 𝑉, yaitu 𝑆𝑃(𝐵) = 𝑉.  

𝑉  disebut berdimensi hingga jika  𝑉  memiliki basis berhingga. Jika 𝑉  memiliki basis 𝑛  vektor, maka 
setiap basis untuk untuk 𝑉 memiliki 𝑛 vektor dan 𝑛 disebut dimensi dari 𝑉, ditulis dim𝑉 = 𝑛.  
 
Teorema 4.4.2 jika 𝑉  ruang hipervektor yang berdistributif kuat, maka untuk setiap himpunan bagian 

bebas linear {𝑥𝑖𝑗 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} dari 𝑉, himpunan  

𝑆 = {[

𝑥11 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮
0 ⋯ 0

] , . . . , [

0 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮
0 ⋯ 𝑥𝑚𝑛

]} 

disebut basis untuk ruang hipervektor (𝑀𝑚×𝑛
𝑉 ,⨁,⨀,ℝ) dan dim 𝑀𝑚×𝑛

𝑉 = 𝑚𝑛. 
 
Bukti  
Untuk menunjukkan 𝑆 merupakan basis untuk ruang hipervektor (𝑀𝑚×𝑛

𝑉 ,⨁,⨀,ℝ) dan dim 𝑀𝑚×𝑛
𝑉 = 𝑚𝑛. 

Maka harus ditunjukkan bahwa 𝑆 merentang  𝑀𝑚×𝑛
𝑉  dan 𝑆 bebas linear. 

i. 𝑆 merentang 𝑀𝑚×𝑛
𝑉   

Misalkan  [

𝑥11 ⋯ 𝑥1𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑥1𝑚 ⋯ 𝑥𝑚𝑛

] ∈  𝑀𝑚×𝑛
𝑉 . Akan ditunjukkan 𝑆 merentang 𝑀𝑚×𝑛

𝑉  

[

𝑥11 ⋯ 𝑥1𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑥𝑚1 ⋯ 𝑥𝑚𝑛

] =  [

𝑥11 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮
0 ⋯ 0

]+. . . + [

0 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮
0 ⋯ 𝑥𝑚𝑛

] 

∈   1 ⊙  [

𝑥11 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮
0 ⋯ 0

]+. . . +1⨀ [

0 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮
0 ⋯ 𝑥𝑚𝑛

]  . 

Karena  [

𝑥11 ⋯ 𝑥1𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑥1𝑚 ⋯ 𝑥𝑚𝑛

] dapat ditulis sebagai kombinasi linear. Maka 𝑆 merentang 𝑀𝑚×𝑛
𝑉 .  

 
ii. 𝑆 bebas linear 

Misalkan [

0 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮
0 ⋯ 0

] ∈  𝑀𝑚×𝑛
𝑉 . Akan ditunjukkan 𝑆 bebas linear. 

[

0 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮
0 ⋯ 0

]  ∈ 𝑎11 ∘ [

𝑥11 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮
0 ⋯ 0

]+ ∈ 𝑎12 ∘ [

0𝑥12 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮
0 ⋯ 0

] 

+⋯+ 𝑎𝑚𝑛 ∘ [

0 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮
0 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

],  

untuk setiap 𝑎11, 𝑎12,… , 𝑎𝑚𝑛 ∈ 𝐾. Selanjutnya  

[

0 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮
0 ⋯ 0

] ∈  {[
𝑥11
11 ⋯ 𝑥1𝑛

11

⋮ ⋮ ⋮
𝑥𝑚1
11 ⋯ 𝑥𝑚𝑛

11
]: 𝑥11

11 ∈  𝑎11 ∘  𝑥11, 𝑥𝑖𝑗
11 ∈  𝑎11 ∘  0, 𝑖𝑗 ≠ 11  } 

+⋯+ {[
𝑥11
𝑚𝑛 ⋯ 𝑥1𝑛

𝑚𝑛

⋮ ⋮ ⋮
𝑥𝑚1
𝑚𝑛 ⋯ 𝑥𝑚𝑛

𝑚𝑛
]: 𝑥𝑚𝑛

𝑚𝑛 ∈  𝑎𝑚𝑛 ∘  𝑥𝑚𝑛 , 𝑥𝑖𝑗
𝑚𝑛 ∈  𝑎𝑚𝑛 ∘  0, 𝑖𝑗 ≠ 𝑚𝑛 } 

=

{
 
 

 
 

[
 
 
 
 ∑ 𝑥11

𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1
⋯ ∑ 𝑥1𝑛

𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1

⋮ ⋮ ⋮

∑ 𝑥𝑚1
𝑖

𝑚𝑛

𝑖=1
⋯ ∑ 𝑥𝑚𝑛

𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1 ]
 
 
 
 

: 𝑥𝑖𝑗
𝑟𝑠 ∈ {

𝑎𝑖𝑗 ∘  𝑥𝑖𝑗    𝑟𝑠 =  𝑖𝑗 

𝑎𝑖𝑗 ∘   0 𝑟𝑠 ≠ 𝑖𝑗
 

}
 
 

 
 

. 

  Jadi,  
0 ∈   ∑ 𝑥11

𝑖𝑚𝑛
𝑖=1 , … , 0  ∈ ∑ 𝑥1𝑛

𝑖𝑚𝑛
𝑖=1 , … , 0 ∈ ∑ 𝑥𝑚1 

𝑖𝑚𝑛
𝑖=1 , … , 0 ∈ ∑ 𝑥𝑚𝑛 

𝑖𝑚𝑛
𝑖=1 . 
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  Sehingga,  

{
 
 

 
 0 ∈ 𝑎11 ∘  𝑥11 + ∑ 𝑎𝑖 ∘  0

𝑚𝑛
𝑖=1 ⟹0 ∈ 𝑎11 ∘  𝑥11

0 ∈ 𝑎12 ∘  𝑥12 + ∑ 𝑎𝑖 ∘  0
𝑚𝑛
𝑖=1 ⟹0 ∈ 𝑎12 ∘  𝑥12

⋮

0 ∈ ∑ 𝑎𝑖 
𝑚𝑛
𝑖=1 ∘ 0 + 𝑎𝑚𝑛 ∘  𝑥𝑚𝑛 ⟹ 0 ∈ 𝑎𝑚𝑛 ∘  𝑥𝑚𝑛

 

Akibatnya, 
0 ∈ 𝑎11 ∘  𝑥11 + 𝑎12 ∘  𝑥12 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛 ∘  𝑥𝑚𝑛 

 
maka diperoleh 

𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑚𝑛 = 0. 
 

Oleh karena 𝑆 merentang dan bebas linear. Dengan demikian, 𝑆 membentuk sebuah basis untuk ruang 
hipervektor 𝑀𝑚×𝑛

𝑉 . ∎ 
 
Teorema 4.4.3 Diberikan 𝑉 anti-distributif kiri. Himpunan 𝛽 = {𝑥1, … , 𝑥𝑛} merupakan basis untuk 𝑉 jika 
dan hanya jika untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑉 dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear 𝑐1 ∘ 𝑥1 +⋯+ 𝑐𝑛 ∘ 𝑥𝑛 , untuk 
𝑐𝑖 ∈ 𝐾. 
 
Bukti  
⟹  Berdasarkan definisi merentang, setiap elemen merentang dapat dinyatakan dalam bentuk 𝑐1 ∘ 𝑥1 +
⋯+ 𝑐𝑛 ∘ 𝑥𝑛. Untuk membuktikan bahwa 𝑥 ∈ 𝑉 dapat dinyatakan dalam bentuk kombinasi linear dengan 
skalar yang unik, harus ditunjukkan bahwa jika terdapat 𝑥 ∈ 𝑉 sedemikian sehingga 

𝑥 ∈ 𝑐1 ∘ 𝑥1 + 𝑐2 ∘ 𝑥2 +⋯+ 𝑐𝑛 ∘ 𝑥𝑛 ,  
dan 

𝑥 ∈ 𝑑1 ∘ 𝑥1 + 𝑑2 ∘ 𝑥2 +⋯+ 𝑑𝑛 ∘ 𝑥𝑛 , 
maka 𝑐1 = 𝑑1, 𝑐2 = 𝑑2,…, 𝑐𝑛 = 𝑑𝑛 . Karena 𝑥 sama, maka 

 0 = 𝑥 − 𝑥    
∈ 𝑐1 ∘ 𝑥1 + 𝑐2 ∘ 𝑥2 +⋯+ 𝑐𝑛 ∘ 𝑥𝑛 − 
(𝑑1 ∘ 𝑥1 + 𝑑2 ∘ 𝑥2 +⋯+ 𝑑𝑛 ∘ 𝑥𝑛)   
= 𝑐1 ∘ 𝑥1 + 𝑐2 ∘ 𝑥2 +⋯+ 𝑐𝑛 ∘ 𝑥𝑛 − 
(𝑑1 ∘ 𝑥1) − (𝑑2 ∘ 𝑥2) − ⋯− (𝑑𝑛 ∘ 𝑥𝑛)  
= 𝑐1 ∘ 𝑥1 + 𝑐2 ∘ 𝑥2 +⋯+ 𝑐𝑛 ∘ 𝑥𝑛 +  
(−𝑑1) ∘ 𝑥1 + (−𝑑2) ∘ 𝑥2 +⋯+ (−𝑑𝑛) ∘ 𝑥𝑛 . 

 
Karena 𝑉 anti- distributif kiri, maka diperoleh  

0 ∈ (𝑐1 − 𝑑1) ∘ 𝑥2 +⋯+ (𝑐𝑛 − 𝑑𝑛) ∘ 𝑥𝑛 , 

karena 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 adalah himpunan bebas linear maka harus berlaku 
𝑐1 − 𝑑1 = 0, 𝑐2 − 𝑑2 = 0, … , 𝑐𝑛 − 𝑑𝑛 = 0. 

Dari sini diperoleh  
𝑐1 = 𝑑1, … , 𝑐𝑛 = 𝑑𝑛 . 

Dengan demikian kombinasi linear terbukti. 
⟸ Misalkan setiap elemen 𝑥 ∈ 𝑉 dapat dinyatakan sebagai  

𝑥 = 𝑐1 ∘ 𝑥1 + 𝑐2 ∘ 𝑥2 +⋯+ 𝑐𝑛 ∘ 𝑥𝑛 ,     𝑐𝑖 ∈ 𝐾 
Akan ditunjukkan bahwa 𝛽 adalah basis 

1. 𝛽 merentang 𝑉 
Berdasarkan asumsi, setiap 𝑥 ∈ 𝑉 dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear dari 𝛽 sehingga 
𝛽  merentang 𝑉 

2. 𝛽 bebas linear 
Misalkan 

0 ∈ 𝑎1 ∘ 𝑥1 +⋯+ 𝑎𝑛 ∘ 𝑥𝑛 , 
  untuk setiap 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛 ∈ 𝐾. Berdasarkan Lemma 4.1.2 diperoleh 

0 ∘ 𝑥𝑖 = 0 untuk  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 
 Sehingga  0 ∈ 0 ∘ 𝑥𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. Akibatnya, dapat dibentuk 

0 ∈ 0 ∘ 𝑥1 +⋯+ 0 ∘ 𝑥𝑛 , 
kombinasi linear yang bernilai nol hanya terjadi jika 𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛 = 0 
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 Dengan demikian 𝛽 bebas linear. 
 Karena 𝛽 bebas linear dan merentangkan 𝑉 maka terbukti bahwa 𝛽 adalah basis. ∎ 
 
Teorema 4.4.4 Jika (𝑉,+,∘, ℝ) ruang hipervektor dengan distributif kiri kuat atas lapangan ℝ dan {𝑥, 𝑦, 𝑧} 
adalah basis untuk 𝑉, maka himpunan {𝑥 + 𝑦, 𝑦 + 𝑧, 𝑥 + 𝑧} juga merupakan basis untuk 𝑉. 
 
Bukti 
Berdasarkan Lemma 4.2.5 himpunan {𝑥 + 𝑦, 𝑦 + 𝑧, 𝑥 + 𝑧} bebas linear. Selanjutnya, misalkan 𝑤 ∈ 𝑉. Maka 
terdapat 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ, 
sedemikian sehingga  

𝑤 ∈ 𝑎 ∘ 𝑥 + 𝑏 ∘ 𝑦 + 𝑐 ∘ 𝑧. 
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 𝑤 dapat ditulis sebagai kombinasi linear dari 𝑥 + 𝑦, 𝑦 + 𝑧, dan 𝑥 + 𝑧. 
Misalkan  

𝑤 = 𝑎′ ∘ (𝑥 + 𝑦) + 𝑏′ ∘ (𝑦 + 𝑧) + 𝑐′ ∘ (𝑥 + 𝑧) 
= 𝑎′ ∘ 𝑥 + 𝑎′ ∘ 𝑦 + 𝑏′ ∘ 𝑦 + 𝑏′ ∘ 𝑧 + 𝑐′ ∘ 𝑥 + 𝑐′ ∘ 𝑧 
= (𝑎′ + 𝑐′) ∘ 𝑥 + (𝑎′ + 𝑏′) ∘ 𝑦 + (𝑏′ + 𝑐′) ∘ 𝑧 

Samakan koefisien 𝑥, 𝑦  dan 𝑧  dengan yang ada dalam 𝑤 = 𝑎 ∘ 𝑥 + 𝑏 ∘ 𝑦 + 𝑐 ∘ 𝑧.  Dengan demikian, 
diperoleh  

𝑎′ + 𝑐′ = 𝑎, 𝑎′ + 𝑏′ = 𝑏, 𝑏′ + 𝑐′ = 𝑐. 
Selanjutnya dapat menyelesaikan sistem ini untuk 𝑎′, 𝑏′ dan 𝑐′. 
Dari 𝑎′ + 𝑏′ = 𝑏, didapatkan 𝑏′ = 𝑏 − 𝑎′, 
substitusi 𝑏′ = 𝑏 − 𝑎′ ke dalam 𝑏′ + 𝑐′ = 𝑐, diperoleh 

(𝑏 − 𝑎′) + 𝑐′ = 𝑐   ⇒     𝑐′ = 𝑐 − 𝑏 + 𝑎′, 
substitusi 𝑐′ = 𝑐 − 𝑏 + 𝑎′ ke dalam 𝑎′ + 𝑐′ = 𝑎 diperoleh 

𝑎′ + 𝑐 − 𝑏 + 𝑎′ = 𝑎   ⇒    2𝑎′ = 𝑎 − 𝑐 + 𝑏  ⇒   𝑎′ =
𝑎 − 𝑐 + 𝑏

2
, 

dari 𝑏′ = 𝑏 − 𝑎′ substitusi nilai 𝑎′ diperoleh  

𝑏′ = 𝑏 −
𝑎 − 𝑐 + 𝑏

2
=
2𝑏 − (𝑎 − 𝑐 + 𝑏)

2
=
𝑐 − 𝑎 + 𝑏

2
 

dari 𝑐′ = 𝑐 − 𝑏 + 𝑎′, substitusi nilai 𝑎′ didapatkan 

𝑐′ = 𝑐 − 𝑏 +
𝑎 − 𝑐 + 𝑏

2
=
2𝑐 − 2𝑏 + (𝑎 − 𝑐 + 𝑏)

2
=
𝑎 + 𝑐 − 𝑏

2
, 

diperoleh  

𝑎′ =
𝑎 − 𝑏 + 𝑐

2
, 𝑏′ =

𝑐 − 𝑎 + 𝑏

2
, 𝑐′ =

𝑎 + 𝑐 − 𝑏

2
. 

Maka {𝑥 + 𝑦, 𝑦 + 𝑧, 𝑥 + 𝑧} merentangkan 𝑉. 
Dengan demikian, terbukti bahwa jika {𝑥, 𝑦, 𝑧}  adalah basis untuk 𝑉 , maka {𝑥 + 𝑦, 𝑦 + 𝑧, 𝑥 + 𝑧}  adalah 
basis untuk 𝑉. ∎ 
 
Teorema 4.4.5 Diberikan 𝑉  ruang hipervektor yang Invertible dan 𝐻  subhiperruang dalam 𝑉  dengan 
basis 𝛽. Maka 𝛽 ∪ {𝑦} bebas linear, untuk setiap 𝑦 ∈ 𝑉\𝐻, sedemikian sehingga 0 ∘ 𝑦 = {0}.  

 
Bukti  
Asumsikan  

𝛽 = {𝑥1, … , 𝑥𝑛} dan 𝛽 ∪ {𝑦} tidak bebas linear. 
Jika  

0 ∈ 𝑎1
′ ∘ 𝑥1 +⋯+ 𝑎𝑛

′ ∘ 𝑥𝑛 + 𝑏 ∘ 𝑦, 
untuk setiap 𝑎1

′ ,… , 𝑎𝑛
′ , 𝑏 ∈ 𝐾, dengan setidaknya salah satu skalarnya tidak nol. Maka 0 = 𝑡1 +⋯+ 𝑡𝑛 + 𝑐, 

untuk setiap 𝑡𝑛 ∈ 𝑎𝑛
′ ∘ 𝑥𝑛 , 𝑐 ∈ 𝑏 ∘ 𝑦.   

Jika 𝑏 ≠ 0, maka 𝑦 ∈ 𝑏−1 ∘ 𝑐 diperoleh  
𝑦 ∈ 𝑏−1 ∘ (−𝑡1 −⋯− 𝑡𝑛) ⊆ 𝑏

−1 ∘ (−𝑡1) +⋯+ 𝑏
−1 ∘ (−𝑡𝑛) 

⊆ 𝑏−1 ∘ (−𝑎1
′ ∘ 𝑥1) +⋯+ 𝑏

−1 ∘ (−𝑎𝑛
′ ∘ 𝑥𝑛)  

= (−𝑏−1𝑎1
′ ) ∘ 𝑥1 +⋯+ (−𝑏

−1𝑎𝑛
′ ) ∘ 𝑥𝑛 ⊆ 𝐻  

Karena 𝑦 ∈ 𝐻 maka terjadi kontradiksi dengan pernyataan awal 𝑦 ∈ 𝑉\𝐻. 
Jika 𝑏 = 0, maka 

0 ∈ 𝑎1
′ ∘ 𝑥1 +⋯+ 𝑎𝑛

′ ∘ 𝑥𝑛 + 0 ∘ 𝑦, 
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Karena 𝛽 adalah basis (bebas linear), hanya mungkin jika 𝑎1
′ = 𝑎2

′ = ⋯ = 𝑎𝑛
′ = 0, yang berarti kontradiksi 

dengan asumsi awal bahwa setidaknya salah satu skalarnya tidak nol.  
Jadi, karena asumsi bahwa 𝑏 ≠ 0 dan 𝑏 = 0 mengarah pada kontradiksi maka dengan demikian. 𝛽 ∪ {𝑦} 
bebas linear. ∎  
 
Teorema 4.4.6 Diberikan 𝑉 distributif kiri kuat dan Invertible. Jika 𝑉 memiliki basis berhingga dengan 𝑛 
elemen, maka setiap himpunan bagian yang bebas linear dari 𝑉 tidak memiliki lebih dari 𝑛 elemen.  
 
Bukti  
Misalkan 
{𝑣1,… , 𝑣𝑛} adalah basis dari 𝑉  
{𝑤1,… . , 𝑤𝑚  }adalah himpunan bebas linear dalam 𝑉 
Akan ditunjukkan bahwa 𝑚 ≤ 𝑛. 
Karena {𝑣1, … , 𝑣𝑛} adalah basis di 𝑉, maka 𝑤𝑚 dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear dari 𝑣1, … , 𝑣𝑛 , 
yaitu 

𝑤𝑚 = 𝑐1𝑣1 + 𝑐2𝑣2 +⋯+ 𝑐𝑛𝑣𝑛 .           𝑐𝑖 ∈ 𝐾. 
Maka, himpunan {𝑤𝑚 , 𝑣1, … , 𝑣𝑛} tidak bebas linear. Selain itu, {𝑣1, … , 𝑣𝑛} adalah basis dari 𝑉 dan 𝑤𝑚 ∈ 𝑉 
maka {𝑤𝑚 , 𝑣1,… , 𝑣𝑛} merentang 𝑉 dan 0 ∈ 0 ∘ 𝑤𝑚. Berdasarkan Lemma 4.3.4, terdapat himpunan bagian 

{𝑤𝑚 , 𝑣𝑖1,… , 𝑣𝑖𝑟} ⊆ {𝑤𝑚 , 𝑣1,… , 𝑣𝑛} 

dengan 𝑟 ≤ 𝑛 − 1  yang membentuk basis untuk 𝑉.  Himpunan ini mengganti setidaknya satu dari 𝑣𝑖 
dengan 𝑤𝑚. Selanjutnya, ulangi proses ini dengan himpunan {𝑤𝑚−1,𝑤𝑚 , 𝑣𝑖1,… , 𝑣𝑖𝑟}. Dari himpunan tidak 

bebas linear ini, menggunakan Lemma 4.3.4 lagi dapat diperoleh basis dalam bentuk  

{𝑤𝑚−1, 𝑤𝑚 , 𝑣𝑖1, … , 𝑣𝑖𝑠} 

dengan 𝑠 ≤ 𝑛 − 2. Dengan proses ini dilanjutkan diperoleh basis dari 𝑉 dalam bentuk  

{𝑤2, … ,𝑤𝑚−1,𝑤𝑚 , 𝑣𝛼 , 𝑣𝛽 , … }. 

Karena 𝑤1  tidak dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear dari 𝑤2,… ,𝑤𝑚−1,  maka basis ini harus 
memuat setidaknya satu 𝑣𝑖 . Untuk mencapai basis ini, dimasukkan 𝑚− 1  elemen 𝑤 , dan setiap kali 
memasukkan 𝑤 harus menghilangkan setidaknya satu 𝑣. Namun masih ada setidaknya satu 𝑣 yang tersisa. 
Dengan demikian diperoleh: 

𝑚− 1 ≤ 𝑛 − 1, 
sehingga 

𝑚 ≤ 𝑛 
Maka, terbukti bahwa setiap himpunan bebas linear dalam 𝑉 memiliki paling banyak 𝑛 elemen. ∎ 
 
Teorema 4.4.7 Diberikan 𝑉  distributif kiri kuat dan Invertible sedemikian sehingga dim𝑉 = 𝑛  dan 0 ∘
𝑦 = {0},  untuk setiap 𝑦 ∈ 𝑉.  Maka setiap himpunan 𝑆 ⊆ 𝑉  yang bebas linear dengan 𝑛  vektor adalah 

basis untuk 𝑉. 
 
Bukti  
Misalkan 𝑆 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛}  dan 𝐻 = 𝑆𝑃(𝑆) . Asumsikan  jika 𝐻 ≠ 𝑉 , maka terdapat 𝑦 ∈ 𝑉\𝐻  sehingga 
𝑦 ∉ 𝑆𝑃(𝑆) . Berdasarkan Teorema 4.4.5 jika 𝑦 ∈ 𝑉\𝐻 , maka himpunan 𝑆 ∪ {𝑦} = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 , 𝑦}  bebas 
linear. Ini berarti 𝑆 ∪ {𝑦}  adalah himpunan bebas linear dengan 𝑛 + 1  elemen karena penambahan satu 
elemen baru 𝑦 ke dalam 𝑆. Terjadi kontradiksi dengan Teorema 4.4.6 yang menyatakan setiap himpunan 
bagian yang bebas linear dari 𝑉 tidak memiliki lebih dari 𝑛 elemen. Oleh karena itu, asumsi 𝐻 ≠ 𝑉 salah, 
sehingga 𝐻 = 𝑉 yang artinya 𝑆𝑃(𝑆) = 𝑉. Karena 𝑆 bebas linear dan merentang 𝑉, maka 𝑆 adalah basis 
untuk 𝑉. ∎ 
 
Teorema 4.4.8 Misalkan 𝑋  himpunan berhingga yang merentang 𝑉 . Maka 𝑋 ∪ {𝑦}  tidak bebas linear, 
untuk setiap 𝑦 ∈ 𝑉\𝑋. 
 
Bukti  
Misalkan 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛}  dan 𝑦 ∈ 𝑉\𝑋 . Karena 𝑋  merentang 𝑉  maka dapat dinyatakan sebagai 
kombinasi linear 

𝑦 ∈ 𝑎1 ∘ 𝑥1 + 𝑎2 ∘ 𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑛 ∘ 𝑥𝑛 . 
untuk setiap 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝐾 
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𝑦 = 𝑡1 + 𝑡2 +⋯+ 𝑡𝑛 , 
dengan 𝑡𝑖 ∈ 𝑎𝑖 ∘ 𝑥𝑖  untuk 𝑖 = 1,2,… , 𝑛. Jadi  

0 = 𝑦 − 𝑡1 − 𝑡2 −⋯− 𝑡𝑛 ∈ 1 ∘ 𝑦 − 𝑎1 ∘ 𝑥1 −⋯− 𝑎𝑛 ∘ 𝑥𝑛 . 
Karena 𝑦 ∈ 𝑉\𝑋 maka 𝑋 ∪ {𝑦} = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 , 𝑦} dapat dinyatakan dalam kombinasi linear  

𝑐1 ∘ 𝑥1 + 𝑐2 ∘ 𝑥2 +⋯+ 𝑐𝑛 ∘ 𝑥𝑛 + 𝑐 ∘ 𝑦 = 0, 
dengan 𝑐1, 𝑐2, … . , 𝑐𝑛 , 𝑐 ∈ 𝐾. Substitusi nilai 𝑦 persamaan diperoleh 
 𝑐1 ∘ 𝑥1 + 𝑐2 ∘ 𝑥2 +⋯+ 𝑐𝑛 ∘ 𝑥𝑛 + 𝑐 ∘ (𝑡1 + 𝑡2 +⋯+ 𝑡𝑛), 

𝑐1 ∘ 𝑥1 + 𝑐2 ∘ 𝑥2 +⋯+ 𝑐𝑛 ∘ 𝑥𝑛 + 
𝑐 ∘ (𝑎1 ∘ 𝑥1 + 𝑎2 ∘ 𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑛 ∘ 𝑥𝑛),  

dengan menggunakan sifat distributif kanan (𝐻2) diperoleh 
       𝑐1 ∘ 𝑥1 + 𝑐2 ∘ 𝑥2 +⋯+ 𝑐𝑛 ∘ 𝑥𝑛 + 

(𝑐𝑎1) ∘ 𝑥1 + (𝑐𝑎2) ∘ 𝑥2 +⋯ .+(𝑐𝑎𝑛) ∘ 𝑥𝑛 = 0 
(𝑐1 + 𝑐𝑎1) ∘ 𝑥1 + (𝑐2 + 𝑐𝑎2) ∘ 𝑥2 +⋯+ (𝑐𝑛 + 𝑐𝑎𝑛) ∘ 𝑥𝑛 = 0  

diperoleh  
𝑐1 + 𝑐𝑎1 = 0, 𝑐2 + 𝑐𝑎2 = 0, 𝑐𝑛 + 𝑐𝑎𝑛 = 0. 

Sistem persamaan ini memiliki dua kemungkinan 
1. Jika 𝑐 = 0, maka 𝑐1 = 𝑐2 = ⋯ = 𝑐𝑛 = 0 sehingga 𝑋 bebas linear 
2. Jika 𝑐 ≠ 0, maka terdapat solusi 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛 tidak semuanya nol. Ini menunjukan bahwa 𝑋 ∪ {𝑦} 

tidak bebas linear 
Dalam hal ini karena 𝑐 ≠ 0 adalah mungkin, maka terbukti bahwa 𝑋 ∪ {𝑦} tidak bebas linear atau dengan 
kata lain {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 , 𝑦} tidak bebas linear. ∎ 
 

Teorema 4.4.9 Diberikan 𝑉  Invertible dan 0 ∘ 𝑦 = {0},  untuk setiap 𝑦 ∈ 𝑉 . Jika himpunan {𝑥1, … , 𝑥𝑛} 
bebas linear dalam 𝑉, sedemikian sehingga {𝑥1, … , 𝑥𝑛 , 𝑥𝑛+1, … , 𝑥𝑚} tidak bebas linear, untuk setiap 𝑚 > 𝑛, 
maka {𝑥1, … , 𝑥𝑛} adalah basis untuk 𝑉. 
 
Bukti  
Misalkan 𝐻 = 𝑆𝑃(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) . Akan ditunjukkan {𝑥1, … , 𝑥𝑛}  adalah basis untuk 𝑉 . Asumsikan 𝑉 ≠ 𝐻. 
Artinya terdapat 𝑦 ∈ 𝑉\𝐻 sedemikian sehingga berdasarkan Teorema 4.4.5, jika 𝑦 ∉ 𝐻 maka himpunan 
{𝑥1, … , 𝑥𝑛 , 𝑦} adalah bebas linear dengan kata lain penambahan 𝑦 ke himpunan {𝑥1, … , 𝑥𝑛} tidak membuat 
himpunan tersebut menjadi tidak bebas linear. Namun, menurut asumsi teorema yang menyatakan bahwa 
himpunan {𝑥1, … , 𝑥𝑛 , 𝑥𝑛+1, … , 𝑥𝑚} dengan 𝑚 > 𝑛 adalah tidak bebas linear. Hal ini membuat kontradiksi 
sehingga 𝑉 ≠ 𝐻 salah. Maka 𝑉 = 𝐻. Artinya, {𝑥1, … , 𝑥𝑛} adalah basis untuk 𝑉. ∎ 
 
Teorema 4.4.10 Misalkan 𝑊1  dan 𝑊2  subhiperruang dari 𝑉  yang bersifat distributif kiri kuat dan 
Invertible dengan 𝑊1 ⊆ 𝑊2 dan dim𝑊1 = dim𝑊2. Maka 𝑊1 = 𝑊2. 
 
 
Misalkan {𝑥1, … , 𝑥𝑛} adalah basis untuk 𝑊1. Akan ditunjukkan 𝑊1 = 𝑊2. Karena {𝑥1, … , 𝑥𝑛} adalah basis 
untuk 𝑊1, sehingga dim𝑊1 = 𝑛.  Asumsikan 𝑊1 ≠ 𝑊2, artinya terdapat 𝑦 ∈ 𝑊2\𝑊1, ditambahkan 𝑦 ke 
himpunan {𝑥1, … , 𝑥𝑛}  karena 𝑦 ∉ 𝑊1  sedemikian sehingga berdasarkan Teorema 4.4.5, himpunan 
{𝑥1, … , 𝑥𝑛 , 𝑦}  adalah bebas linear dalam 𝑊2  dengan 𝑛 + 1  vektor. Namun, hal ini kontradiksi dengan 
Teorema 4.4.6 yang menyatakan bahwa dimensi 𝑊2 = 𝑛 , sehingga 𝑊2  tidak memiliki himpunan bebas 
linear dengan lebih dari 𝑛  vektor. Oleh karena itu asumsi  𝑊1 ≠ 𝑊2  salah, maka terbukti bahwa 𝑊1 =
𝑊2.∎ 
 
Teorema 4.4.11 Diberikan 𝑉 distributif kiri kuat dan  Invertible dan {𝑥1, … , 𝑥𝑛} bebas linear dalam 𝑉. 

Jika 𝑥 ∈ 𝑉  sedemikian sehingga 0 ∘ 𝑥 = {0}  dan 𝑥 ∉ 𝑆𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑛),  maka {𝑥1 + 𝑥,… , 𝑥𝑛 + 𝑥}  himpunan 

bebas linear dalam 𝑉.  
 
Bukti  
Misalkan  

0 ∈ 𝑎1 ∘ (𝑥1 + 𝑥) +⋯+ 𝑎𝑛 ∘ (𝑥𝑛 + 𝑥), 

untuk setiap 𝑎1,… , 𝑎𝑛 ∈ 𝐾.  
0 ∈ 𝑎1 ∘ 𝑥1 +⋯+ 𝑎𝑛 ∘ 𝑥𝑛 + (𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛) ∘ 𝑥. 

Jadi, 
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0 = 𝑡1 +⋯+ 𝑡𝑛 + 𝑏, 

untuk setiap 𝑡𝑖 ∈ 𝑎𝑖 ∘ 𝑥𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑏 ∈ (𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛) ∘ 𝑥.  Selanjutnya 
jika 𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛 ≠ 0, maka 

𝑥 ∈ (𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛)
−1 ∘ 𝑏 = (𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛)

−1 ∘ (−𝑡1 −⋯− 𝑡𝑛) 
 ⊆ (𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛)

−1 ∘ (−𝑎1 ∘ 𝑥1 −⋯− 𝑎𝑛 ∘ 𝑥𝑛)    
 ⊆ (−𝑎1(𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛)

−1) ∘ 𝑥1 +⋯+ (−𝑎𝑛(𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛)
−1) ∘ 𝑥𝑛  

 ⊆ 𝑆𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑛)  
Kontradiksi dengan pernyataan awal yang menyatakan 𝑥 ∉ 𝑆𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑛).  
Jika 𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛 = 0 dan 𝑎𝑖 ≠ 0, untuk setiap 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, maka 

0 ∈ 𝑎1 ∘ 𝑥1 +⋯+ 𝑎𝑗 ∘ 𝑥𝑗 +⋯+ 𝑎𝑛 ∘ 𝑥𝑛 + 0 ∘ 𝑥. 

   = 𝑎1 ∘ 𝑥1 +⋯+ 𝑎𝑗 ∘ 𝑥𝑗 +⋯+ 𝑎𝑛 ∘ 𝑥𝑛 .  

Hal ini kontradiksi. Dengan demikian 𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛 = 0 dan 𝑎𝑖 = 0 untuk semua 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. Oleh karena itu, 
himpunan {𝑥1 + 𝑥,… , 𝑥𝑛 + 𝑥} adalah bebas linear dalam 𝑉. ∎  

5. Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan diatas dapat disimpulkan bahwa konsep basis dan dimensi dalam ruang 
hipervektor lebih kompleks dibandingkan ruang vektor klasik karena adanya hiperoperasi. Dalam ruang 
hipervektor basis tetap didefinisikan sebagai himpunan vektor yang bebas linear dan merentangkan seluruh 
ruang hipervektor, namun dengan penambahan sifat distributif kiri kuat dan invertible. Sifat ini memastikan 
bahwa setiap himpunan bebas linear memiliki maksimal 𝑛 elemen, dengan 𝑛 adalah dimensi dari ruang 
hipervektor tersebut. Penambahan vektor dari luar basis akan mengakibatkan tidak bebas linear. 
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