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Abstrak: The concept of algebraic hyperstructure is a generalization of the concept of algebraic structure.
The algebraic hyperstructure discussed in this study is the hypervector space. The aim of this paper is to
examine the basis and dimension in hypervector spaces. In a hypervector space, there exists a strong left
distributive property, namely (a+b)ox =acx+box, Va,b € K,Vx € V. Furthermore, in a hypervector
space that possesses the K-invertible property, the importance of the strong left distributive property and
the invertible property in hypervector spaces ensures that every linearly independent set has at most
nelements, where nis the dimension of the hypervector space. Consequently, adding vectors from outside
the basis will result in a set that is not linearly independent.

2010 Mathematical Subject Classification: 20N20, 15A03
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1. Pendahuluan

Struktur aljabar merupakan kajian matematika yang berperan dalam memahami berbagai konsep
fundamental, seperti grup, lapangan, dan ruang vektor. Struktur ini dikembangkan melalui proses
generalisasi, salah satunya adalah konsep hiperstruktur aljabar.

Hiperstruktur aljabar menggeneralisasi struktur aljabar konvensional dengan menggunakan
hiperoperasi. Berbeda dari operasi biner, hiperoperasi memetakan pasangan elemen ke himpunan bagian.
Jika a dan b adalah elemen himpunan H, maka hasil hiperoperasi a o b dalam himpunan, bukan elemen
tunggal. Konsep ini pertama kali diperkenalkan oleh F. Marty pada 1934 melalui hipergrup, yang merupakan
generalisasi grup dengan operasi biner digantikan oleh hiperoperasi. Dalam hipergrup, sifat dasar grup
seperti asosiatif, identitas, dan invers tetap dapat didefinisikan dalam konteks himpunan, memberikan
fleksibilitas lebih luas dibandingkan grup.

Ruang hipervektor merupakan pengembangan dari hiperstruktur dan generalisasi ruang vektor, di mana
operasi pergandaan skalar digantikan oleh hiperoperasi. Akibatnya, hasil pergandaan skalar dengan vektor
bukan satu vektor tunggal, melainkan himpunan vektor.

Dalam ruang vektor dikaji basis dan dimensi. Basis merupakan himpunan vektor yang bebas linear dan
merentangkan ruang vektor tersebut artinya setiap vektor dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear dari
vektor-vektor dalam basis dengan koefisien yang berasal dari lapangan skalar yang sesuai. Jika sebuah ruang
vektor memiliki basis yang terdiri dari n vektor maka ruang tersebut memiliki dimensi n, yang
menyiratkan bahwa setiap vektor dalam ruang itu dapat direpresentasikan secara tunggal sebagai kombinasi
linear dari tepat n vektor bebas linear. Termotivasi dari himpunan merentang dan bebas linear pada ruang
hipervektor, himpunan B merentang V, jika setiap vektor di v € V dapat dinyatakan sebagai v = x; +
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Xy + -+ x,,dengan x; € ¢; o b;, 1 <i <n,neN. Himpunan B = {by,b,,...,b,} dikatakan bebas linear
jilka BCSV dengan 0 Eaovy +azov, + -+ a,ov, a; =a, = =a, =0.

Pada ruang vektor diketahui bahwa basis memiliki beberapa sifat khusus yaitu setiap ruang vektor
memiliki basis dan jumlah vektor dalam suatu basis sama yang memotivasi pendefinisian dimensi suatu
ruang vektor.

2. Tinjauan Pustaka

Teori hiperstruktur aljabar pertama kali diperkenalkan oleh F. Marty pada tahun 1934 dalam makalahnya
yang berjudul “Sur une generalization de la notion de groupe” pada Kongres Matematikawan Skandinavia ke-
8. Salah satu penerapannya dikaji oleh Huwae dkk. pada tahun 2024, yang membahas konsep semihipergrup
dalam analisis reaksi redoks antara unsur Aktinium (Ac) dan Berkelium (Bk). Penelitian ini menggunakan
kajian literatur untuk menyusun tabel operasi, menunjukkan peran penting aljabar dalam memahami
interaksi kimia. Teori hiperstruktur berkembang dengan diperkenalkannya ruang hipervektor oleh Scafati
Tallini (1990), kemudian R. Ameri (2005) meneliti ruang hipervektor fuzzy, lalu bersama O. R. Dehghan (2008)
mengkaji ketergantungan linear, basis, dan dimensi. Pada 2019, O. R. Dehghan dkk. memperkenalkan contoh
nontrivial baru serta membahas span, basis terurut, koordinat, dan transformasi linear.

2.1. Ruang Vektor

Pada bagian ini akan dijelaskan konsep ruang vektor. Namun sebelumnya dibahas terlebih dahulu
konsep lapangan.

Definisi 2.1.1 (Muchlisah, 1999)
Suatu himpunan F yang dilengkapi operasi biner (+) dan () disebutlapangan, (F,+,") jika memenubhi:
i.  (F,+) merupakan grup komutatif
ii.  (F\{0},”) semigrup dengan elemen satuan dan setiap elemen tak nol memiliki invers
iii.  (F,+,) Bersifat distributif

Definisi 2.1.2 (Roman, 2006)
Misalkan F merupakan lapangan dan V himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan operasi "+" dan
“-” disebut ruang vektor jika memenuhi :
(V,+) : grup komutatif
(F,+,”) : lapangan

t FXV oV

(q,v) — (a,v) = av

Aksioma:

1. VaeF)(Vu,veV) a(u+v) =au+ av,
2. Va,BeEF)(Vue)(a+pBu=au+pfu
3. a(fu) = (af)u,(Va,B EF)(ueV)

4, lu=ul =u,(Vuev).

Definisi 2.1.3 (Anton & Rorres, 2013)
Diberikan V ruang vektor atas lapangan F. Himpunan W#@ dan WCV. Himpunan W adalah subruang vektor
dari V jika W juga ruang vektor terhadap operasi penjumlahan dan pergandaan skalar yang sama di V.

Teorema 2.1.4 ( Roman, 2006)
Diberikan V ruang vektor atas lapangan F, himpunan W # @ dan dan W C V. Himpunan W adalah
subruang vektor dari V jika memenubhi

i. Vu,veW),u—vew
ii. (Vu eW)(\VkeF),kuew

2.2. Kombinasi Linear, Merentang (span), dan Bebas Linear

Pada bagian ini akan dibahas kombinasi linear, merentang (span), dan bebas linear serta beberapa
contoh dari masing-masing konsep tersebut.
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Definisi 2.2.1 Kombinasi Linear ( Anton & Rorres, 2013)
Diberikan V ruang vektor atas lapangan F.Vektor v € V merupakan kombinasi linear dari vektor-vektor
Wi, Wy, ..., W, jika terdapat skalar-skalar a4, a5, ..., &, sedemikian sehingga

vV =a Wy + aw, + o+ apwy,.

Definisi 2.2.2 Merentang span (Anton & Rorres, 2013)
Diberikan V ruang vektor atas lapangan F. Vektor-vektor wy,ws,,...,w,, merentangkan ruang vektor V
jika untuk setiap v € V merupakan kombinasi linear dari wy,w,, ..., w;,.

Definisi 2.2.3 Bebas linear ( Anton & Rorres, 2013)
Himpunan vektor-vektor {w;,w,,...,w,} dikatakan bebas linear (linearly independent) jika
awy + a,w, + -+ apw, = 0.
Maka
ap=a,=-=a,=0.
Jika ada penyelesaian lain maka himpunan tersebut dikatakan bukan bebas linear.

2.3. Basis dan Dimensi

Pada bagian ini akan dijelaskan konsep basis dan dimensi. Basis merupakan suatu ukuran tertentu yang
menyatakan komponen dari sebuah vektor. Dimensi biasanya dihubungkan dengan ruang, misalnya garis
adalah ruang dengan dimensi 1, bidang adalah ruang dengan dimensi 2 dan seterusnya.

Definisi 2.3.1 (Anton, 2000)
Jika V adalah sebarang ruang vektor danS = {v,,v,, .....,v,} adalah suatu himpunan vektor-vektor dalam
¥V, maka S disebut suatu basis untuk V jika S bebas linear dan S merentang V

Teorema 2.3.2 (Roman, 2006)
Jika S ={v;,v,,.....,v,} adalah suatu basis dari ruang vektor V, maka setiap vektor v pada V dapat
dinyatakan secara tunggal dalam bentuk

vV =awy + awy + e+ awy,.
Definisi 2.3.3 (Anton & Rorres, 2013)
Dimensi dari ruang vektor berdimensi terbatas ¥V dilambangkan dengan dim (V) dan didefinisikan sebagai
jumlah vektor dalam basis untuk V. Selain itu, ruang vektor nol didefinisikan memiliki dimensi nol.

2.4. Hiperstruktur Aljabar

Hiperstruktur aljabar merupakan generalisasi dari struktur aljabar. Akan tetapi, jika pada struktur
aljabar hasil operasi dua elemen berupa elemen, pada hiperstruktur aljabar, hasil hiperoperasi dua buah
elemen berupa himpunan. Selanjutnya diberikan definisi terkait konsep hiperstruktur aljabar yaitu
semihipergrup dan hipergrup. Berikut ini diberikan definisi dari semihipergrup.

Definisi 2.4.1 (Davvaz, 2013). Suatu hipegrupoid (H,e) disebut semihipergrup jika memenuhi
ao(boc)=(aob)oc ,untuksetiap a,b,c € H

dan berarti bahwa
U uUoc = U aov

u€aob VEboc
Semihipergrup (H,°) dikatakan komutatif bila memenubhi

x oy =1yox untuksetiapx,y € H.
Definisi 2.4.2 (Davvaz, 2013). Suatu hipergrupoid (H,e) disebutsuatu kuasihipergrup bila berlaku
aoH=Hoa=H untuksemua a € H

Definisi 2.4.3 (Davvaz, 2013) Suatu hipergrupoid (H,e) disebuthipergrup jika memenuhiaksioma berikut:
i. (Vx,y,z€ H)xo(yoz)=(xoy)oz(semihipergrup)
ii. (Vx€ H)xoH =Hox=H (kuasihipergrup).
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3. Metode Penelitian

Jenis penelitian yang digunakan adalah kajian literatur, dimana peneliti mengkaji beberapa tulisan yang
berhubungan dengan penelitian, kemudian merangkum hasil-hasil penelitian dalam sebuah tulisan ilmiah.
Berdasarkan jenis penelitian diatas, maka bahan dan materi yang digunakan dalam penelitian ini berupa
beberapa karya ilmiah dari matematikawan yang disajikan dalam bentuk buku (dapat berupa e-book), jurnal,
artikel, dan informasi ilmiah lainnya yang diperoleh dari media elektronik seperti internet.

4. Hasil dan Pembahasan

Pada bab ini akan dibahas mengenai karakteristik basis dan dimensi pada ruang hipervektor. Pembahasan
ini mencakup sifat-sifat bebas linear dan merentang pada ruang hipervektor serta basis dan dimensi dengan
penambahan sifat distributif kiri kuat dan k-invertible

4.1. Ruang Hipervektor

Pada bagian ini akan dibahas mengenai konsep ruang hipervektor dan subhiperruang termasuk definisi,
sifat-sifat, serta contoh yang menggambarkan konsep ini.

Definisi 4.1.1 ( Tallini, 1990) Misalkan K adalah lapangan dan didefinisikan ruang hipervektor atas K
sebagai 4-tuplet (V,+,0,K) sedemikian sehingga (V,+) merupakan grup abelian dan
o:K XV - P*(V)

adalah pemetaan untuk setiap «,f € K dan v;,v, € V berlaku aksioma berikut

Hy (a+pB)e vy S (aovy)+(Bovy)

Hy ao (v +vp) S (aevy)+ (aovy)

Hz ae(feovy) = (af)eovy

Hy a o (—vy) = (=) cvy = —(a°ovy)

Hs v €lov, .

Selanjutnya, pada bagian H;, operasi penjumlahan dalam pengertian Frobenius, yaitu
acx+acy={p+q:pE€acx,q€acy}

Hal yang sama berlaku pada H,.Untuk, H; operasi a o (b x) didefinisikan sebagai

ao(box)= U aoy.
YEbox
(V,+,0,K) disebut anti-distributif kiri jika

(a+b)ox2aox+box, VYa,b € K,Vx €V,
dan distributif kiri kuat, jika

(a+b)ex=aox+box, VYa,b € K,Vx €V.
Dengan cara yang sama mendefinisikan anti-distributif kanan dan distributif kanan kuat. V disebut
distributif kuat jika berdistributif kiri kuat dan kanan.

Lemma 4.1.2 Misalkan (V, 4,0 K) adalah ruang hipervektor dan Qv =000 dengan 0 sebagai elemen
nol dari (V,+). Berlaku
1. Jika V adalah distributif kanan atau kiri yang kuat, maka Qv merupakan subgrup dari (V,+).
2. Jika V anti-distributif kiri dan untuk setiap x € V,0 o x 2 Qv maka untuk setiap x €V, 0o
x subgrup dari (V,+).
3. Jika V distributif kiri kuat, maka a o 0 = Qv = a o Qv, untuk setiap a € K.
Bukti
1. Jika V adalah distributif kanan atau kiri yang kuat, maka Qv merupakan subgrup dari (V,+).
Ambil sebarang a,b € Qu
Akan ditunjukkan a — b € Qv
a € Qv artinya a €000 dan b € Qv artinya b€ 000
a—b€e(000)+(-000)
=(0-0)00 H,
=Qo g
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= Q.

2. Jika V anti-distributif kiri dan untuk setiap x € V,00x 2 Qv maka untuk setiap x € V,00x

merupakan subgrup dari (V,+).
Ambil sebarang x;,x, € 0o x
Akan ditunjukkan x; —x, € 0o x
Karena V anti-distributif kiri maka

(0—0)ox200x+00x

Oox20o0x+00x

karena x;,x, € 0o x,maka x; —x, E0ox
selain itu, dariasumsi 0 cx 2 Qv dan diketahui Qv =00 maka 0°x memuat Quv.

3. jika V distributif kiri kuat, maka a o0 = Qv = a o Qv, untuk setiap a € K.
Ambil sebarang a € K dan 0 €V
Akan ditunjukkan a e 0 = Qv =ao° Qv
Diketahui
Q=000
maka
aOQv=a0(Oog)
=(a°0)°0 (Hs)
Karena 0 € K maka berlaku
ao0=0.
Sehingga
(@ae0)o0=000=Quv.
Jadi, diperoleh
aocQv=Qv.m

Teorema 4.1.3 Diberikan (V,+ o,K) adalah ruang hipervektor distributif kiri kuat sedemikian sehingga
|1 o Q| =1 dan untuk setiap x € V, —x # x, kecuali x = 0. Maka untuk setiap x € V, berlaku
x=0oVa€eK,a+0,aox+aox=Q.
Bukti
= Misalkan x = 0 dan 0 # a € K. Akan ditunjukkan bahwa
aox+aox =1
Berdasarkan Lemma 4.1.2, berlaku
aox+acx=ac0+a-0.
Karena a0 = (), maka
aox+aocx=0+Q.
Q+Q=Q.

& Misalkan a o x + a o x = Q. Akan ditunjukkan bahwa x =0 .

ao(x+x)=acx+aox

ao2x =aox+aox

ao2x =0

ao2x=ao-0.
Kalikan kedua ruas dengan a™!, diperoleh

alo(ac2x)Sate(aoc0).
(ala)o2xc (a7 ta)o 0
lo2xCS 100
102x c {0}

Ini artinya

Jadi x = —x karena x = 0.
Dengan demikian, terbukti bahwa
x=0oVa€eKa*0,aex+acx=0.1
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Definisi 4.1.4 ( Tallini, 1994) Diberikan himpunan bagian tak kosong W dari V  disebut subhiperruang
dari V, jika W merupakan ruang hipervektor dengan hiperoperasi yang didefinisikan pada V, yaitu

1. (Vx,yEW),x—y€eEW,

1. (WVa€K)(VxEW), aocx S W.
Dituliskan dengan W < V.

Teorema 4.1.5 Jika V ruang hipervektor distributif kiri atau kanan yang kuat, maka QV adalah
suhiperruang terkecil dari V.

Bukti
Akan ditunjukkan (), subhiperruangdari V dan €, adalah suhiperruang terkecil dari V.
1. Qp subhiperruangdari V
Berdasarkan Lemma 4.1.2, Q, merupakan subgrup dari V dan memenuhi
ao Qy =Qy, Va€ekK.
Maka, Q adalah subhiperruang dari V.

2. Qp subhiperruang terkecil dari V
Misalkan H adalah subhiperruang dari V dan x € Qy.Karena Q, =000 , maka
x€000
karena H subhiperruang dari V, maka 0 € Hdan 0o H C H, diperoleh
x€000C00HCH.

Karena x € Qy jugaadadi H, maka Q, < H.
Dengan demikian terbukti bahwa ( subhiperruang dari V dan €, adalah suhiperruang terkecil dari V.
]

4.2. Merentang dan Bebas Linear pada Ruang Hipervektor

Pada bagian ini akan dibahas konsep bebas linear dan merentang pada ruang hipervektor.

Definisi 4.2.1 Merentang (Ameri & Dehghan, 2008)
Jika S himpunan tak kosong V, maka merentang S didefinisikan sebagai :

SP(S) = {x EVixe z;

={x1+...+xn:xl~ €Ea;oy;,aq; EK,yl- ES1<i Sn,nEN}.

ai°)’i,aiEK,inS,lsiSn,neN}

Lemma 4.2.2 SP(S) subhiperruang terkecil V yang memuat S.

Bukti
Akan ditunjukkan SP(S) subhiperruang V dan SP(S) subhiperruang terkecil V yang memuat S.
i SP(S) subhiperruang V
a) x; —x, € SP(S)
Misalkan x;,x, € SP(S). Maka
X1 € Xizqa;0y; dan x; € YL dy o,
dengan a;,d, € K,y;,y, € S. Maka

n m
xl_xzez ai°yi_z a,°y
i=1 i=1

n m
=) @yt ) (=d)oy (Hy)
=1 =1

Oleh karena kombinasi linear dari elemen-elemen S tetap berada dalam SP(S), maka
X, — Xy € SP(S).
b) kox; € SP(S).
Misalkan x,; € SP(S),k € K. Maka
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n
koxlgkoz a;oy;

i=1

). ke@ey) (H)
=Y. (kapey, (Hy)

Karena hasil hiperopersi terhadap elemen S masih menghasilkan elemen dalam SP(S),
maka

kox, € SP(S).
Berdasarkan (a) dan (b) terbukti bahwa SP(S) adalah subhiperruang dari V' atau dengan
kata lain SP(S) € V.

ii.  SP(S) subhiperruang terkecil V' yang memuat S.
Asumsikan W subhiperruang V yang memuat S.Maka untuk setiap x; € SP(S) dapat dinyatakan
Xq Ezn a;°y;, a€K,y;€S.
Karena S € W, maka y; € W. Sehinlggla diperoleh
En 1aioyi CW=x, eW.
iz

Jadi, SP(S) c W.
Dengan demikian, terbukti bahwa SP(S) subhiperruang V dan SP(S) subhiperruang terkecil V
yang memuat S.m

Teorema 4.2.3 Diberikan V adalah distributif kiri kuat dan xg,...,X,, Y1, ..., m € V sedemikian sehingga
{y1, ... ¥} merentangkan V dan yy, ..., ¥, € SP(xy, ..., x,). Maka {x4,...,x,} juga merentangkan V.

Bukti
Diberikan {y, ..., ,,} merentang V, artinya

V=SP(yi, ) Ym)

Y1 €ajgoXy+ o+ agp Xy
Y2 €Az 0%y + o+ apoXy

Vi, eer Ym € SP(xq, ..., X)), artinya

Ym € Qmy° X1+t App © X,
untuk setiap a;; EK,1<i<m,1<j<n
Akan ditunjukkan bahwa SP(xq,...,x,) = V.
Karena {yy, ..., y»,} merentang V, makauntuk x € V terdapat b; € K,1 < i < m sedemikian sehingga,
XEbjoy,+ . +byp oy,
X€Ebjo(ag ox;++agoxy)+ +bpo(amoxs+ -+ aQunoxy)
S byo(aggoxg) + - +byo(amg,oxy)+
+by, 0 (@ ox) + -+ by o (App © Xp)
= (b1ag1) o X + 4 (b1Agn) © X + -+ (Bipanq) © X4
+oeet (bmamn) ° Xn
= (byay1+... +bpan) o xg + -+ (byagp+... +hpapmy) © Xp
C SP(xq, ) Xp)
Karena x € SP(x4, ..., X,) untuk sebarang x € V, maka

SP(xq1, ey xp) = V.

Dengan demikian {xy, ...,x,} merentang V. m

Definisi 4.2.4 Bebas Linear ( Ameri & Dehghan, 2008)
Diberikan A € S. Himpunan S disebut bebas linear jika setiap vektor xi,..,x, €S dan cy,..,c, €K,
berlaku
O0€cioxy+-+cpoxy,
dengan syarat ¢; =+ =¢, = 0.
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Lemma 4.2.5 Diberikan V distributif kiri kuatdan {x,y,z} adalah himpunan bebas linear dalam V.Maka
{x +y,y + z,x + z} juga merupakan himpunan bebas linear dalam V.

Bukti
Diberikan {x,y,z} dalam V. Artinya, jika
O€a;ox+azoy+tazoz,
maka a; = a, =a; =0.
Akan ditunjukkan bahwa {x + y,y + z,x + z} bebas linear. Misalkan
0O€ao(x+y)+a,ec(y+2z)+azo(x+2),
untuk setiap a,,a,,a; € K. Maka
O€a;ox+a,oytazeyta,eztazox+azoez
=(ai+az)ox+(a;+ay)oy+(a,+a3)ez
karena {x,y,z} adalah himpunan bebas linear, maka
a,+az; =0,a;+a,=0,a, +az =0,
selesaikan sistem persamaan
dari a; + a; = 0, diperoleh a; = —a;.
Substitusi a; = —a; ke a, + a; = 0.
a,—a,=0= a,=a,.
Substitusi a, = a; ke a; +a, = 0.
a1+a1:0$ 2a1:O = a1=0.
Karena a; =a, =a; =0, maka {x +y,y + z x + z} memenuhi definisi bebas linear. Dengan demikian,
{x +y,y + z,x + z} adalah himpunan bebas linear.m

Teorema 4.2.6 Misalkan V distributif kiri kuat dan x,y adalah vektor bebas linear dalam V. Jika
aq,a,,bi,b, € K, dengan b, # 0, b, # 0, dan a;b, — b;a, # 0, maka untuk setiap t; € a; o x,t, €Ea, o
y,581 € by o x dan s, € b, oy, vektor-vektor t; + t, dan s; + s, adalah bebas linear dalam V.

Bukti
Misalkan
0 Eco(ty+1ty)+(s1+sy),
dengan c,d €EK,t; €Ea,ox,t; €Eay,oy,s; Ebyox dan s, Ebyoy.
Akan ditunjukkan bahwa t; +t, dan s; + s, adalah bebas linear.
0€co(ty+ty)+ (s1+52),
O€co(aox+ayoy)+do(byox+byoy)C
co(ajox)+co(azoy)+do(byox)+do(byoy)
= (cay) ox+ (caz) oy + (dby) ox + (dby) oy
= (cay +dby) o x + (ca, + dby) o y.
Karena {x,y} adalah himpunan bebas linear, maka

ca, +dby =0 (D
ca, + db2 =0 (2)
dari persamaan (1)
d= —%, (karena b; # 0)
1
substitusi d = —% ke persamaan (2)
1
Calbz albz bl a2 - albz
cay =22 = ¢ (a, - ) (A2
b,
(a1b2 b1a2> _
=C b1 =

Diperoleh ¢ = 0. Substitusi ke persamaan (1)
Ca1+db1=0 ﬁd=0
Karena ¢ =0 dan d = 0 maka terbukti t; +t, dan s; + s, adalah bebas linear.m

Teorema 4.2.7 Jika V distributif kiri kuat, maka untuk setiap himpunan S €V dengan 0 € S, himpunan
S adalah tidak bebas linear.

Bukti
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Misalkan S = {0,x4,...,x,} € V,dengan 0 € S.

Akan ditunjukkan S tidak bebas linear.

Berdasarkan definisi bebas linear, suatu himpunan S bebas linear jika
0€cgo0+cioxytcyoxy++cyoxy,.

hanya berlaku jika ¢y =¢; =¢, =-+=c¢, =0.

diketahui terdapat ¢y =1 dan ¢; =c¢, = = ¢, = 0 memenuhi

0€100+00x; +00xy +--+00x,.
Karena terdapat ¢, = 1 # 0. Maka terbukti bahwa S tidak bebas linear. m

4.3. K-Invertible atau K- Invertible Lemah

Pada bagian ini akan dijelaskan konsep K —Invertible atau K —Invertible Lemah

Definisi 4.3.1 (Ameri & Dehghan, 2008)
i. Ruang hipervektor V atas lapangan K dikatakan K- Invertible lemah (Va € K), (V u,v € V) jika
U€acv maka v € @ ou, untuksetiap a’ € K.
ii. Ruang hipervektor V ataslapangan K dikatakan K — Invertible jika dan hanya jika
(Va#0€K),Vu,veV) jika u€aov,maka v €alou.

Teorema 4.3.2 Misalkan V ruang hipervektor Invertible lemah dan {x;,x;,¥1,y,} €V, sedemikian
sehingga x; € b; oy, dan x, € b, o y,, untuk setiap by, b, € K. Berlaku, SP(x;,x;) = SP(y41,¥2).

Bukti
Ambil sebarang
X1,X, €V dengan x; € b; oy, dan x, € b, o y,, untuk setiap by, b, € K.
Y1,¥2 €V dengan y; € b; o x; dan y, € bj o x,, untuk setiap by, b; € K.
Akan ditunjukkan SP(x;,x,) = SP(y1,¥2).
Misalkan z € SP(x,x,) sehingga
ZEa,ox,+ayox, (D
Untuk setiap a4, a, € K, substitusi x; dan x, ke persamaan (1) diperoleh
z€age(byoy)) taze(byoyz)
= (ayby) o y1 + (azb2) 0y,
€ SP(y1,52)-
Maka SP(xq,x;) € SP(y1,¥2)-
Sebaliknya, misalkan w € SP(y;,y,), sehingga
WEC oY1+ (0, (2)

Untuk setiap ¢y, ¢, € K, substitusi y; dan y, ke persamaan (2) diperoleh
w Ecyo(byoxy)+cyo(byoxy)
= (c1b7) o x1 + (€2b3) ° X
C SP(xq1,%2).
Maka SP(y1,¥,) € SP(xq,x5).
Karena SP(xy,x,) € SP(y;,y,) dan SP(y,,y,) € SP(xy,x,), maka SP(xy,x;) = SP(y,y,).m

Teorema 4.3.3 V bersifat invertible. Maka untuk setiap vy, ...,v, €V, berlaku salah satu dari dua
kemungkinan berikut
1. Himpunan (v, ...,v,) adalah bebas linear,
2. Terdapat suatu elemen v; dengan 1 <j <n sehingga v; dapat dinyatakan sebagai kombinasi
linear dari elemen lainnya.

Bukti
Asumsikan vy, ..., v, tidak bebas linear. Maka
O0€ciovy+ -+ o,
untuk beberapa ¢y, ..., ¢, dengan setidaknya satu ¢; # 0. Selanjutnya misalkan t; = ¢; e v; diperoleh
0€E ¢t + -+t
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sehingga, untuk suatu j :
ti=—(ts+ -+t + i + o+ L)
karena V bersifat invertible, maka
-1
'Uj € Cj ° t]
substitusi t;:
-1
vy €l o (—ty = —tjg — b — e — ty)
-1 -1
Seilto(—t)++cto(—tiy)+
-1 -1
tei o (<) +o g o (<)

=g ety — oG et G oty — TG oty
(= _Cj_l o (Cl o 171) — e — C]'_l o (Cj—l o vj_l) —
_Cj_l ° (Cj+1 ° Uj+1) - Cj_1 o (Cp©vp)

=(—¢ler)ovy + -+ (=l gog) ey +

-1 -1
+(—c]- cj+1) °Vjpq + ot (—cj cn) ° Uy,
Maka v; adalah kombinasi linear dari vy, vy, ..., Vj_1, Vj41, e, Up. R

Lemma 4.3.4 Diberikan V distributif kiri kuat dan invertible. Jika W subhiperruang dari V yang
direntang oleh S = {v;,v,,...,v,} dengan [ tidak bebas linear. Maka terdapat himpunan bagian dari £
yang bebas linear dan merentang .

Bukti
Diketahui
W = span(B) dengan B = {v,v,, ..., Uy}
B tidak bebas linear
Akan ditunjukkan

3B’ € B yang bebas linear dan span(B’) = W.
Karena f tidak bebas linear, maka terdapat subhimpunan yang bebas linear

{vi, vy, .., v} CEB.
jika k = n, maka terbukti,
jika k <n, pilih v; € f\{vy,v,, ..., v} yang merupakan kombinasi linear dari elemen lain:
V] E bl o Ul + b + bj—l o 1.7]'_1 + bj+1 o Uj+1 + A + bTL o Un.
hapus v; dari g, sehingga terbentuk himpunan baru
B’ ={v1, V2 ) Vi1, Vi1, s U}y

memiliki n —1 elemen dan tetap merentang W. Karena jika

n

veZaiovi,

=1
i#j
dankarena 0 € 0 o v;, maka v € W. Namun, akan ditunjukkan bahwa
span(B') = W.

Misalkan untuk setiap w € W, terdapat a4, a,, ...,a, dalam K sedemikian sehingga w € )", a; o v;.
Substitusi v; diperoleh
WEaovy+--+ajo(byovy+-+bi_10v_1+
+bjp10Vjg1+ ot bpovy) + ot ay oy
=a;ov; +-+abiovi+-+ajbj_0v_ 1+
+ajbjy1 0 Vg + -t ajbpovy + -t agovy,
= (ay +ajby) o vy + -+ (aj_y + @jbj_1) o vj_y +
+(aj+1 + ajij) ° Vg1t (an + ajbn) ° Uy,
Artinya, w dapat ditulis sebagai kombinasi linear dari vy, v, ..., vj_1, Vj41, ..., Uy sehingga span(p’) = W.
Dengan menggulangi proses ini, akan diperoleh himpunan bagian (vl, o Uy Vi) e vir) yang merentang W
tetapi tidak memiliki elemen yang merupakan kombinasi linier dari yang lain. Berdasarkan Teorema 4.3.3
elemen-elemen vy, .., vy, v;,, ..., v;, haruslah bebas linear. =
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4.4. Basis dan Dimensi Pada Ruang Hipervektor

Pada bagian ini akan dibahas mengenai konsep basis dan dimensi pada ruang hipervektor.

Definisi 4.4.1 (Ameri & Dehghan, 2008) Diberikan himpunan B € V, B disebut basis untuk V jika

i. B bebaslinear

ii. B merentang V, yaitu SP(B) =V.
V disebut berdimensi hingga jika V memiliki basis berhingga. Jika V memiliki basis n vektor, maka
setiap basis untuk untuk ¥V memiliki n vektor dan n disebut dimensi dari V, ditulis dimV = n.

Teorema 4.4.2 jika V ruang hipervektor yang berdistributif kuat, maka untuk setiap himpunan bagian

bebas linear {xi]-, 1<i<m1<j< n} dari V, himpunan
X1 o 0 0 - 0

S = N I

o -0 0 Xmn
disebut basis untuk ruang hipervektor (My«,, ®,®,R) dan dim My, = mn.

Bukti

Untuk menunjukkan S merupakan basis untuk ruang hipervektor (M), ®,®,R) dan dim M}, = mn.
Maka harus ditunjukkan bahwa S merentang M), dan S bebas linear.
i. S merentang M}y,

X111 "t Xin
Misalkan [ : : le MY, . Akan ditunjukkan S merentang M},
Xim " Xmn
X117 Xan X1 0 0 0 - 0
[‘ : fl: S R S L
Xm1i " Xmn 9 e 9 9  Xmn
X1 0 0 0
€E10 : S R 2 (O] :
o -0 0 Xmn
X111 "t Xin
Karena : : i | dapat ditulis sebagai kombinasi linear. Maka S merentang M},,.,.
X1im " Xmn
ii. S bebaslinear
0 0
Misalkan |: i i|€ M},.Akan ditunjukkan S bebas linear.
0 - 0
0 0 X11 0 0x12 0
5 : € all o : E : + € a12 o 5
0 0 0 0 0 0
0 - 0
ot amo|i P,
0 - amn
untuk setiap a,1, aq3, ..., &mn € K. Selanjutnya
0 = of ([l e i
I < N Polixd] € agg o X1, X € agp0 0,5 # 11
0 = of ([wh = xih
Xt X
+o 4] Polrxmn € Gmn® XX € Qg o 0,ij #mn
xmn meL
ml mn
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Zmn 3 mn 3

l l

X111 § X1in
i=1 i=1 s {aij °Xijj rs=1ijf
: : : 1 x;7 €
mn mn
L L

§ Xm1 " § Xmn

i=1 i=1

- ) agjo 0 rs#ij

Jadi,
mn ,.i mn ,.i mn ..i mn ,.i
0€ 2iz1%11, 0 € iy X1, s 0 € 2izy Xang s o, 0 € 2jsy X -

Sehingga,
0€asj o x1+ XMa;o 0=0€ay° x4
0€ape x+ Xila;e 0=0€a;° xg,

QE ﬁr{ai °Q+ Amn © Xmn :Qeamn" Xmn
Akibatnya,

O0€aj;o X1 +a120° X2+ + Amp © Xp

maka diperoleh

a,=a, =+ =au, =0.

Oleh karena S merentang dan bebas linear. Dengan demikian, S membentuk sebuah basis untuk ruang
hipervektor M}, ,,. ®

Teorema 4.4.3 Diberikan V anti-distributif kiri. Himpunan S = {xy, ..., x,,} merupakan basisuntuk V jika
dan hanya jika untuk setiap x € V' dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear c; o x; + - + ¢, ° x,,, untuk

CiEK.

Bukti
= Berdasarkan definisi merentang, setiap elemen merentang dapat dinyatakan dalam bentuk c¢; o x; +
-+ + ¢, © X,. Untuk membuktikan bahwa x € V' dapat dinyatakan dalam bentuk kombinasi linear dengan
skalar yang unik, harus ditunjukkan bahwa jika terdapat x € V sedemikian sehingga
XE€CioXy+CyoXy+ o+ CpoXxy,
dan
X€dyoxy+dyoxy, + - +d,ox,,
maka ¢; =dq, ¢; =dy, ..., ¢, =d,. Karena x sama, maka
O0=x—x
Ecioxytcyoxy,+ o+ cpox, —
(dioxg+dyox, +-+dyoxy)
= C1°X1+C2°x2+"'+cn°xn_
(dyoxy) —(dyoxy) = — (dpoxp)
=ciox;tcox, + 1+ ox, +
(=dy) o xq + (=dz) o xp + -+ + (—=dp) © xp.

Karena V anti- distributif kiri, maka diperoleh
0€(cr—dy)exg+ -+ (cn—dy)oxy,
karena x4, x5, ..., X, adalah himpunan bebas linear maka harus berlaku
¢ —dy=0,¢,—-d,=0,..,c,—d, =0.
Dari sini diperoleh
c1=dq,...,cp =dp.
Dengan demikian kombinasi linear terbukti.
< Misalkan setiap elemen x € V dapat dinyatakan sebagai
X =C19%X1F+Cy0Xy+ o+ Cpoxy, i EK
Akan ditunjukkan bahwa g adalah basis
1. [ merentang V
Berdasarkan asumsi, setiap x € V' dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear dari § sehingga
B merentang V
2. [ bebaslinear
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Misalkan
0€a;ox; +--+a,oxy,,
untuk setiap a4, as,, ...,a, € K. Berdasarkan Lemma 4.1.2 diperoleh
Oox; =0untuk <i<n.
Sehingga 0 € 00 x;,1 < i < n. Akibatnya, dapat dibentuk
0€0o0x; +-+00x,,
kombinasi linear yang bernilai nol hanya terjadi jika a; =a, =+ =a, =0
Dengan demikian S bebas linear.
Karena f bebaslinear dan merentangkan V maka terbukti bahwa f adalah basis. m

Teorema 4.4.4 Jika (V,+,0,R) ruang hipervektor dengan distributif kiri kuat atas lapangan R dan {x,y,z}
adalah basis untuk V, maka himpunan {x +y,y + z,x + z} juga merupakan basis untuk V.

Bukti
Berdasarkan Lemma 4.2.5 himpunan {x +y,y + z,x + z} bebaslinear. Selanjutnya, misalkan w € V. Maka
terdapat a,b,c € R,
sedemikian sehingga
WEaox+boy+coz
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa w dapat ditulis sebagai kombinasilineardari x +y,y + z, dan x + z.
Misalkan
w=adox+y)+b o(y+z)+c' o(x+2)
=a'ox+a oy+boy+boz+cox+c oz
=(@ +c)ox+(@+b)ey+ (' +c)oz
Samakan koefisien x,y dan z dengan yang ada dalam w =aox+ boy+coz Dengan demikian,
diperoleh
a+c =aa+b =bb +c =c.
Selanjutnya dapat menyelesaikan sistem ini untuk a’,b’ dan c'.
Dari a’' + b’ = b, didapatkan b’ = b — d’,
substitusi b’ = b —a’ kedalam b’ + ¢’ = ¢, diperoleh
b—a)+c'=c > ¢ =c—-b+d,
substitusi ¢’ =c—b+ a’ kedalam a' + ¢’ = a diperoleh
a—c+b

a+c—b+a =a = 2ad=a—-c+b > a’:T,

dari b’ = b —a’ substitusinilai a’ diperoleh
b= b a-c+b 2b—(a—c+b) c—a+b

2 2
dari ¢’ = c — b+ a’, substitusinilai a’ didapatkan
a—c+b 2c—2b+(a—c+b) a+c—b

c'=c—b+ > > >
diperoleh
, _a—-b+c , c—a+b , a+c—b
a = > b = > ¢l = >

Maka {x +y,y + z,x + z} merentangkan V.
Dengan demikian, terbukti bahwa jika {x,y,z} adalah basis untuk V, maka {x + y,y + z,x + z} adalah
basis untuk V. =

Teorema 4.4.5 Diberikan V ruang hipervektor yang Invertible dan H subhiperruang dalam V dengan
basis . Maka B U {y} bebas linear, untuk setiap y € V\H, sedemikian sehingga 00y = {0}.

Bukti
Asumsikan
B ={xq,..,x,} dan B U {y} tidak bebas linear.
Jika
0O€ajox;+-+apox,+boy,
untuk setiap aj, ..., an, b € K, dengan setidaknya salah satu skalarnya tidak nol. Maka 0 =t; + -+ t, + ¢,
untuk setiap t, € aj, o x,,c Eboy.
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Jika b # 0, maka y € b~ o ¢ diperoleh
YEbto(—ty = —t,) Sb7 o (=t) + -+ b7 o (—ty)

Chblo(—ajox;)+-+bto(—ay,ox,)

=(-bta))ox;+--+ (b tay)ox, CH
Karena y € H maka terjadi kontradiksi dengan pernyataan awal y € V\H.
Jika b = 0, maka

O€ajox;+-+apox,+00y,

Karena B adalah basis (bebas linear), hanya mungkin jika a; = a}, = -+ = a,, = 0, yang berarti kontradiksi
dengan asumsi awal bahwa setidaknya salah satu skalarnya tidak nol.
Jadi, karena asumsi bahwa b # 0 dan b = 0 mengarah pada kontradiksi maka dengan demikian. g U {y}
bebas linear. m

Teorema 4.4.6 Diberikan V distributif kiri kuat dan Invertible. Jika V' memiliki basis berhingga dengan n
elemen, maka setiap himpunan bagian yang bebas linear dari V' tidak memiliki lebih dari n elemen.

Bukti
Misalkan
{vy, ..., v} adalah basis dari V
{wy, ....,w,, Jadalah himpunan bebas linear dalam V
Akan ditunjukkan bahwa m < n.
Karena {v4,...,v,} adalah basis di V, maka w,, dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear dari vy, ..., v,
yaitu
Wi = €1V + CUy + o+ + Cu . c; EK.
Maka, himpunan {w,,, v, ...,v,} tidak bebas linear. Selain itu, {v;,...,v,} adalah basisdari V dan w,, € V
maka {wy,, V4, ..., v,} merentang V dan 0 € 0 o w,,. Berdasarkan Lemma 4.3.4, terdapat himpunan bagian
{Wm,vil, ...,vir} c {wp, V1, v, U}
dengan r <n—1 yang membentuk basis untuk V. Himpunan ini mengganti setidaknya satu dari v;
dengan wy,. Selanjutnya, ulangi proses ini dengan himpunan {wm_l,wm,vil, ...,vir}. Dari himpunan tidak
bebas linear ini, menggunakan Lemma 4.3.4 lagi dapat diperoleh basis dalam bentuk
{Wm_l, Wi, Vi) e vis}
dengan s < n — 2. Dengan proses ini dilanjutkan diperoleh basis dari V dalam bentuk
{Wz, s Win—1, Win, Vg, Vg, - }
Karena w; tidak dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear dari wsy,...,w,,_;, maka basis ini harus
memuat setidaknya satu v;. Untuk mencapai basis ini, dimasukkan m — 1 elemen w, dan setiap kali
memasukkan w harus menghilangkan setidaknya satu v. Namun masih ada setidaknya satu v yang tersisa.
Dengan demikian diperoleh:
m—-—1<n-1,
sehingga
ms<n
Maka, terbukti bahwa setiap himpunan bebas linear dalam V memiliki paling banyak n elemen. m

Teorema 4.4.7 Diberikan V distributif kiri kuat dan Invertible sedemikian sehingga dimV =n dan 0e
y = {Q}, untuk setiap y € V. Maka setiap himpunan S € V yang bebas linear dengan n vektor adalah
basis untuk V.

Bukti

Misalkan S = {x1,%5,...,x,} dan H = SP(S). Asumsikan jika H # V, maka terdapat y € V\H sehingga
vy & SP(S). Berdasarkan Teorema 4.4.5 jika y € V\H, maka himpunan S U {y} = {x, x5, ..., X, ¥} bebas
linear. Ini berarti S U {y} adalah himpunan bebas linear dengan n + 1 elemen karena penambahan satu
elemen baru y ke dalam S. Terjadi kontradiksi dengan Teorema 4.4.6 yang menyatakan setiap himpunan
bagian yang bebas linear dari V tidak memiliki lebih dari n elemen. Oleh karena itu, asumsi H # V salah,
sehingga H =V yang artinya SP(S) = V. Karena S bebas linear dan merentang V, maka S adalah basis
untuk V. m
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Teorema 4.4.8 Misalkan X himpunan berhingga yang merentang V. Maka X U {y} tidak bebas linear,
untuk setiap y € V\X.

Bukti
Misalkan X = {x,%;,...,x,} dan y € V\X. Karena X merentang V maka dapat dinyatakan sebagai
kombinasi linear
YEaQ ox+ay0x, + -+ ay0xp,.
untuk setiap a4, a,, ...,a, €K
y=t;+t,+-+1t,
dengan t; € a; o x; untuk i =1,2,...,n. Jadi
O=y—-ti—ty——th€ley—a;ox; — - —ay° Xy
Karena y € V\X maka X U {y} = {x,x5, ..., x,, ¥} dapatdinyatakan dalam kombinasi linear
c1oXy+Cpoxy++cpox,+coy=0,
dengan cy, ¢y, ....,cp, ¢ € K. Substitusi nilai y persamaan diperoleh
croxytcgoxy+tcpoxytco(ty+ty,+ - +1t,),
cioxytcyoxy +--+cpox, +
co(agoxy+azoxy,+-+a,oxy,),
dengan menggunakan sifat distributif kanan (H,) diperoleh
cioxytcyoxy+-+cpox, +
(ca) ox; + (caz)ox, ++.+(cay)ox, =0
(c1+ca))ox;+(cy+cay)ox, ++(cp,+cay)ex, =0
diperoleh
¢ +cay =0, ¢ +ca, =0, ¢, +ca, =0.
Sistem persamaan ini memiliki dua kemungkinan
1. Jika ¢=0,maka ¢; =c, =+ = ¢, = 0 sehingga X bebas linear
2. Jika ¢ # 0, maka terdapat solusi c;, ¢y, ..., ¢, tidak semuanya nol. Ini menunjukan bahwa X U {y}
tidak bebas linear
Dalam hal ini karena ¢ # 0 adalah mungkin, maka terbukti bahwa X U {y} tidak bebas linear atau dengan
kata lain {xq, x5, ..., X,,, ¥} tidak bebas linear. m

Teorema 4.4.9 Diberikan V Invertible dan 0oy = {Q}, untuk setiap y € V. Jika himpunan {xy,...,x,}
bebas linear dalam V, sedemikian sehingga {xy, ..., X;,, X441, ---, X;n} tidak bebas linear, untuk setiap m > n,
maka {x,,...,x,} adalah basis untuk V.

Bukti

Misalkan H = SP(xq, X5, ..., X,). Akan ditunjukkan {x,,...,x,} adalah basis untuk V. Asumsikan V # H.
Artinya terdapat y € V\H sedemikian sehingga berdasarkan Teorema 4.4.5, jika y ¢ H maka himpunan
{x1, ..., x5, ¥} adalah bebas linear dengan kata lain penambahan y ke himpunan {x;, ...,x,} tidak membuat
himpunan tersebut menjadi tidak bebas linear. Namun, menurut asumsi teorema yang menyatakan bahwa
himpunan {xy, ..., Xp, Xp41, ., X} dengan m > n adalah tidak bebas linear. Hal ini membuat kontradiksi
sehingga V # H salah.Maka V = H. Artinya, {x4,...,x,} adalah basisuntuk V. m

Teorema 4.4.10 Misalkan W; dan W, subhiperruang dari V yang bersifat distributif kiri kuat dan
Invertible dengan W; € W, dan dim W; = dim W,. Maka W, = W,.

Misalkan {xy,...,x,} adalah basis untuk W;. Akan ditunjukkan W, = W,. Karena {x;, ..., x,,} adalah basis
untuk Wj;, sehingga dimW; =n. Asumsikan W, # W,, artinya terdapat y € W,\W;, ditambahkan y ke
himpunan {x,...,x,} karena y & W, sedemikian sehingga berdasarkan Teorema 4.4.5, himpunan
{x1, ..., X, ¥} adalah bebas linear dalam W, dengan n + 1 vektor. Namun, hal ini kontradiksi dengan
Teorema 4.4.6 yang menyatakan bahwa dimensi W, = n, sehingga W, tidak memiliki himpunan bebas
linear dengan lebih dari n vektor. Oleh karena itu asumsi W, # W, salah, maka terbukti bahwa W, =
W,.m
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Teorema 4.4.11 Diberikan V distributif kiri kuat dan Invertible dan {x,...,x,} bebas linear dalam V.
Jika x € V sedemikian sehingga 0o x = {Q} dan x ¢ SP(xq,...,x,), maka {x; +x,...,x, + x} himpunan
bebas linear dalam V.

Bukti
Misalkan
0€ayo(xy+x)+-+ayo(x,+x),
untuk setiap ay,...,a, € K.
O€ajox;+-+ayox, +(a;+-+ay)ox.
Jadi,
O=t;+-+t, +b,
untuk setiap t; €a;ox;,1<i<n,b € (a; +--+a,)cx. Selanjutnya
jika aq +---+ a, # 0, maka

x€(a ++a) tob=(a;++ay) to(—t;——1t,)
C(a;+-+ an)_1 °o(—ayox; — = Ay Xy)
€ (—ay(ag + -+ ap) Doxg + o+ (—aglag + -+ ap) Hox,
C SP(xq, ..., Xp)

Kontradiksi dengan pernyataan awal yang menyatakan x & SP(xy, ..., X,).
Jika a; + -+ a, =0 dan a; # 0, untuk setiap 1 <j < n, maka
O€ea oxy+-+ajoxj+-+a,ox, +00x.
=aoxyt-rtajox;+ -+ apoXxy.
Hal ini kontradiksi. Dengan demikian a; + -+ a, = 0 dan a; = 0 untuksemua 1 < i < n.Olehkarenaitu,
himpunan {x; + x, ..., x,, + x} adalah bebas linear dalam V.m

5. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan diatas dapat disimpulkan bahwa konsep basis dan dimensi dalam ruang
hipervektor lebih kompleks dibandingkan ruang vektor klasik karena adanya hiperoperasi. Dalam ruang
hipervektor basis tetap didefinisikan sebagai himpunan vektor yang bebas linear dan merentangkan seluruh
ruang hipervektor, namun dengan penambahan sifat distributif kiri kuat dan invertible. Sifat ini memastikan
bahwa setiap himpunan bebas linear memiliki maksimal n elemen, dengan n adalah dimensi dari ruang
hipervektor tersebut. Penambahan vektor dari luar basis akan mengakibatkan tidak bebas linear.
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