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Abstract: Model matematika predator-prey merupakan salah satu pendekatan yang digunakan untuk
memahami dinamika populasi dalam ekosistem. Penelitian ini mengembangkan model predator-prey dengan
fungsi respon Holling tipe 1, di mana prey (mangsa) dapat terinfeksi penyakit dan predator mengalami
pemanenan. Tujuan dari penelitian ini adalah untuk membentuk model matematika dari sistem tersebut,
menentukan titik kesetimbangan, menganalisis kestabilannya, serta melakukan simulasi guna memahami
dinamika populasi. Metode penelitian yang digunakan adalah studi literatur dan pendekatan numerik dengan
bantuan perangkat lunak Matlab. Model yang dikembangkan mempertimbangkan tiga sub-populasi mangsa:
mangsa sehat, mangsa terinfeksi, dan mangsa yang sedang dalam proses perawatan (treatment). Predator
dalam model ini mengalami pemanenan, yang berarti populasinya berkurang akibat eksploitasi manusia.
Analisis kestabilan dilakukan dengan mencari titik kesetimbangan sistem serta mengevaluasi kestabilannya
menggunakan matriks Jacobian dan nilai eigen. Hasil penelitian menunjukkan bahwa terdapat beberapa titik
kesetimbangan dalam sistem, yaitu titik kesetimbangan trivial, semi-trivial, dan non-trivial. Titik
kesetimbangan trivial terjadi ketika seluruh populasi punah. Titik kesetimbangan semi-trivial terjadi dalam
beberapa skenario, seperti ketika predator punah, mangsa sehat tidak ada, atau mangsa terinfeksi tidak ada.
Sementara itu, titik kesetimbangan non-trivial menggambarkan kondisi di mana semua populasi eksis dan
berinteraksi dalam keseimbangan dinamis. Simulasi numerik menunjukkan bahwa keberadaan infeksi dan
pemanenan dapat mempengaruhi kestabilan sistem dan pola interaksi predator-prey secara signifikan.
Kesimpulan dari penelitian ini adalah bahwa faktor infeksi pada prey dan pemanenan pada predator memiliki
dampak besar terhadap keseimbangan ekosistem. Pemanenan yang berlebihan dapat menyebabkan
kepunahan predator, yang selanjutnya dapat menyebabkan ledakan populasi mangsa atau
ketidakseimbangan ekosistem. Berdasarkan hasil penelitian, disarankan agar dilakukan studi lebih lanjut
dengan mempertimbangkan faktor lingkungan lainnya, seperti variasi tingkat infeksi dan kebijakan
pengelolaan pemanenan predator, untuk menjaga keseimbangan ekosistem secara lebih realistis.

Keywords: predator-prey, software Matlab, titik kesetimbangan, fungsi respon Holling tipe II, infeksi,
pemanenan, kestabilan

1. Introduction

Dalam ekosistem terdapat rangkaian organisme yang saling berhubungan dalam kebiasaan makanannya
yang disebut rantai makanan. Rantai makanan memiliki peran penting dalam menjaga keseimbangan
ekosistem. Jika salah satu rantai makanan hilang maka dinamika ekosistem akan terganggu dan dapat
berdampak pada populasi mangsa prey atau Predator (Deden, 2017).

Dalam matematika, model rantai makanan dalam ekosistem tersebut dinamakan model Prey-Predator yang
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diperkenalkan oleh Lotka dan Volterra pada tahun 1926. Pada model ini Lotka dan Volterra mengasumsikan
bahwa predator dan prey tumbuh secara eksponensial. Akan tetapi asumsi ini masih perlu disempurnakan
sesuai keadaan di alam, sehingga pada tahun 1948 Leslie dan Gower melakukan modifikasi pada model
Lotka-Voltera dan dikenal dengan model Leslie Gower.

Penggunaan model pertumbuhan logistik dalam model predator-prey ini didasari oleh konsep daya dukung
lingkungan atau carrying capacity, yang menggambarkan jumlah maksimum populasi yang dapat
dipertahankan dalam suatu ekosistem tanpa merusak keseimbangannya. Model pertumbuhan logistik
umumnya digunakan untuk memprediksi bagaimana populasi mangsa (prey) dan predator berkembang dan
berinteraksi seiring waktu, memperhitungkan faktor-faktor seperti ketersediaan sumber daya, laju
reproduksi, dan kapasitas lingkungan untuk mendukung kehidupan kedua populasi.

Dalam ekosistem, populasi mangsa biasanya terbatas oleh ketersediaan sumber daya alam, seperti
makanan dan tempat berlindung, yang secara alami akan mencapai titik jenuh sesuai dengan daya dukung
lingkungannya. Ketika populasi mendekati kapasitas tersebut, laju pertumbuhan mereka cenderung
melambat, mengikuti pola pertumbuhan logistik. Faktor ini penting karena pada saat populasi mangsa
meningkat, predator pun memiliki lebih banyak sumber makanan, sehingga populasi predator juga
cenderung meningkat.

Namun, saat populasi predator meningkat, intensitas pemangsaan terhadap mangsa juga bertambah, yang
menyebabkan populasi mangsa menurun. Penurunan ini kemudian mempengaruhi populasi predator, karena
berkurangnya jumlah mangsa mengurangi sumber makanan bagi predator. Siklus ini menciptakan dinamika
fluktuatif dalam populasi kedua spesies, di mana populasi predator dan mangsa saling memengaruhi satu

sama lain dalam suatu keseimbangan dinamis.

2. Tinjauan Pustaka

2.1. Sistem Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial merupakan suatu persamaan yang melibatkan turunan dari satu atau lebih
variabel terikat terhadap satu atau lebih variabel bebas, sedangkan sistem persamaan diferensial
terdiri dari beberapa persamaan diferensial. Sistem persamaan diferensial adalah suatu sistem yang
memuat n buah persamaan diferensial, dengan n buah fungsi yang tidak diketahui, Dimana n
merupakan bilangan bulat positif lebih besar sama dengan 2 (Finizio dan Ladas, 1982:132). Antara
persamaan diferensial yang satu dengan yang lain saling keterkaitan dan konsisten.

Bentuk umum dari suatu sistem n persamaan orde pertama mempunyai bentuk sebagai berikut:

dy,

a =il yLyz - oY)
V2

d_t=f2(xry1'y2' S ;Yn)

dys

— = &yuye oY) (2.1)
dengan y;,y,, ...,Y, adalah variabel bebas dan x adalah variabel terikat, sehingga y, =

v1(x), ¥y, = y,(x),... ¥, =y,(x), dimana ddit" merupakan derivative fungsi y, terhadap x, dan f,
adalah fungsi yang tergantung pada variabel yq,y,,...y, dan x (Claudia, 2004:702).

2.2. Titik Kesetimbangan dan Kestabilan Titik kesetimbangan

Suatu sistem dinamis dikatakan berada dalam keadaan setimbang jika sistem tersebut tidak
berubah sepanjang waktu atau kedua persamaan diferensial sama dengan nol. Oleh karena itu, suatu
populasi dikatakan berada dalam keadaan setimbang jika jumlah populasi tersebut tidak berubah
sepanjang waktu.

Kestabilan dari titik kesetimbangan (equilibrium point) pada sistem x = f(x) dapat ditentukan
berdasarkan nilai eigen matriks Jacobian pada metode linearisasi. Nilai eigen dapat ditentukan melalui
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persamaan karakterisrik dari matriks Jacobian di titik X. Kriteria kestabilan titik kesetimbangan
(equilibrium point) pada sistem x = f(x) tersebut disajikan pada teorema dibawah ini :

Teorema 2.1. (Hale, 1991)

a). Jika semua nilai eigen dari matriks Jacobian J (f (JE)) mempunyai bagian real negatif, maka titik
kesetimbangan (equilibrium point) X dari sistem x = f(x) stabil asimtotik.

b) Jika terdapat nilai eigen dari matriks J (f (J?)) mempunyai bagian real positif, maka titik
kesetimbangan (equilibrium point) X darisistem x = f(x) tidak stabil.

Model Mangsa - Pemangsa

[lustrasi kijang dan macan tutul dapat dimodelkan ke dalam bentuk model matematika.
Banyaknya mangsa (x untuk kijang) pada saat t yang dapat di notasikan pada x(t) dan y(t) adalah
banyaknya pemangsa (y untuk macan tutul) pada saat t. Misalkan tidak ada macan tutul, maka yang
akan terjadi adalah kehidupan kijang akan tumbuh berkembang seiring dengan persediaan makanan

yang dimiliki. Keadaan seperti ini bisa ditulis ke dalam bentuk persamaan:

dx_
dt—ax

Apabila tidak ada kijang, maka populasi macan tutul akan berkurang dengan laju sebanding
dengan populasinya, keadaan ini bisa ditulis dengan persamaan:
dy
ac vy
Laju pertumbuhan alami mangsa tanpa memperhitungkan adanya pemangsa dinotasikan pada «,
sedangkan y merupakan laju kematian alami pada pemangsa. Karena terjadi interaksi di antara kedua
populasi, maka dapat kita modelkan kedalam persamaan menjadi,

Persamaan mangsa : % = ax — fxy (2.1

Persamaan pemangsa : % = —yy+ 6xy (2.2)

dengan [ adalah laju kematian mangsa yang bergantung pada pemangsa dan jumlah mangsa yang

ada, dan pada & sebagai laju pertumbuhan pemangsa dengan adanya mangsa. Simbol dari jumlah

pemangsa adalah y dan untuk jumlah mangsa disimbolkan dengan x. Pertumbuhan mangsa dan
dy

pemangsa disimbolkan dengan % dan e

Daya Dukung Lingkungan

Pengertian daya dukung lingkungan atau carrying capacity dalam konteks ekologi merujuk pada
jumlah maksimum populasi atau komunitas yang dapat ditopang oleh sumber daya dan jasa ekosistem
yang tersedia. Faktor-faktor yang memengaruhi keterbatasan ekosistem dalam mendukung kehidupan
meliputi jumlah sumber daya yang ada, ukuran populasi, serta pola konsumsi. Konsep ini erat
kaitannya dengan modal alam.

3. Metode Penelitian

Dalam penelitian ini, penulis menggunakan metode studi literatur, yaitu dengan mengkaji berbagai
literatur yang berkaitan dengan topik penelitian. Metode ini dilakukan untuk mengumpulkan informasi yang
relevan melalui hasil pencarian di buku - buku maupun artikel dari jurnal ilmiah dengan permasalahan yang
diteliti serta menganalisis inti permasalahannya, kemudian disusun dan disampaikan secara sistematis serta
sesuai kaidah yang berlaku.
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3.1. Tahapan Penelitian

Menentukan Tujuan dan Ruang Lingkup Penelitian

Mengumpulkan Informasi Teoritis dan Literasi
Matematika

Mendefinisikan Variabel dan Parameter dalam
Model

Menyusun Model Matematika dalam Bentuk
Persamaan Diferensial

Menentukan Titik Kesetimbangan (Equilibrium
Points)

Menganalisis Kestabilan Sistem dengan Matriks
Jacobian

Simulasi Numerik dan Interpretasi Hasil

Menarik Kesimpulan

Gambar 3.1. Diagram Tahapan Penelitian

4. Hasil dan Pembahasan

4.1. Model Predator - Prey dengan fungsi respon Holling tipe Il dengan adanya Infeksi
pada Prey dan Pemanenan Pada Predator

Asumsi - asumsi yang dapat digunakan dalam model hubungan antar mangsa dan pemangsa ini

adalah

1.

Hanya mangsa sehat yang dapat tumbuh. Tanpa adanya pemangsa, mangsa sehat dapat tumbuh
secara logistik dengan laju pertumbuhan sebesar a.

Adanya kematian alami pada masing-masing populasi dengan laju kematian sebesar p.

Infeksi antar mangsa terjadi akibat interaksi yang menyebabkan mangsa sehat menjadi terinfeksi,
sehingga jumlah mangsa sehat berkurang dengan laju infeksi sebesar f.

Infeksi akan menyebabkan kematian pada populasi terinfeksi secara proporsional sebesar y.
Mangsa yang di-treatment tidak bisa dimangsa oleh pemangsa.

Mangsa terinfeksi ditreatment dengan laju proporsional sedangkan populasi infeksi treatment
tumbuh secara logistik dengan carrying capacity K. Kegagalan treatment akan mengakibatkan
kematian bagi mangsa secara proporsional sebesar .

Kesembuhan pada mangsa di-treatment akan langsung berpindah ke mangsa sehat sebesar 6.
Adanya pemanenan pada populasi pemangsa sehingga populasi pemangsa berkurang dengan laju
pemanenan sebesar 6.

Mangsa adalah satu-satunya sumber makanan bagi pemangsa sebagai penunjang kehidupan
sehingga tidak adanya mangsa akan mengakibatkan kematian pemangsa sebesar c¢ sedangkan
adanya mangsa mengakibatkan pertumbuhan sebanding dengan jumlah populasi keduanya sebesar
a;.

10.Pemangsa yang memangsa mangsa terinfeksi akan mengalami kematian, sebanding dengan jumlah

kedua populasi dengan konstanta a,.

11.Pemangsa berinteraksi dengan mangsa sehat dan mangsa sakit mengikuti fungsi respon Holling

Tipe I
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Sehingga hubungan antar mangsa dan pemangsa dan telah dipengaruhi oleh fungsi Respon
Holling tipe II di habitat tersebut diberikan pada Gambar 1.

o

| -3 l

b x(0) 4 NV
a.vp W
a,xp 1+by
b (-
v
g o— i) | < 19— zZ(t) | u

' !

¢ kg

Gambar 4.1. Skema relasi antar populasi mangsa dan pemangsa dalam model

Daftar variabel dan parameter yang digunakan seperti dalam Tabel 4.1. berikut:
Tabel 4.1. Diagram kompartemen model predator — prey dengan fungsi respon Holling Tipe II,
infeksi pada prey dan pemanenan pada predator
Notasi Interpretasi
X Jumlah mangsa sehat
Jumlah mangsa terinfeksi
Jumlah mangsa di-treatment
Jumlah pemangsa
Koefisien daya dukung lingkungan
Laju pertumbuhan mangsa sehat
Koefisien fungsi respon Holling tipe Il
Laju kematian alami tiap sub-populasi
Laju interaksi mangsa sehat dengan mangsa terinfeksi
Laju kematian mangsa terinfeksi akibat terinfeksi
Laju proporsional mangsa terinfeksi di-treatment
Laju kematian akibat kegagalan treatment
Laju pemanenan populasi pemangsa
a, Laju pertumbuhan pemangsa sebanding dengan efisiensi
konsumsi pemangsa terhadap mangsa sehat
a, Laju kematian pemangsa sebanding dengan efisiensi
konsumsi pemangsa terhadap  mangsa terinfeksi
c Kematian pemangsa akibat tidak adanya mangsa
r Laju pertumbuhan logistik mangsa di-treatment
0 Pengaruh treatment terhadap populasi mangsa sehat

QA EIRDVETIR|ARARCIN[=

4.2.Titik Kesetimbangan (Equilibrium)
X 1 x 0 a;xp
E—ax( ——)+ z— — fxy — ux

K 1+ bx
d—y=[)’x o _azp_w
<dt Y—vy— W 1+ by y
dz y
prinid (1—E)—uz—nz—92

P _ @Xp _ Gyp o
dt _ 1+bx 1+by HPTOPTCP

Dari sistem persamaan diferensial tersebut, maka titik kesetimbangan yang akan dicari ada tiga
yaitu: Titik kesetimbangan trivial atau asal : dimana keberadaan untuk populasi itu masih dikatakan
musnah atau mati. Titik kesetimbangan semi - trivial: pada titik ini, tidak semua populasi memiliki
nilai nol, melainkan hanya beberapa populasi tertentu yang punah atau tidak ada. Titik
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kesetimbangan non - trivial: kondisi di mana semua populasi dalam model (mangsa sehat, mangsa
terinfeksi, mangsa di - treatment dan pemangsa) tidak bernilai nol atau dalam kata lain, semua
populasi tetap ada dan saling berinteraksi pada nilai stabil yang bukan nol.

4.2.1. Kestabilan Titik Kesetimbangan
Masing-masing fungsi persamaan di atas diturunkan secara parsial terhadap variabel pada
fungsi tersebut, selanjutnya dibentuk ke dalam matriks Jacobian, sebagai berikut:
0f of of Of]
dx dy 0z OJp
dg dg dg 9g
_|ox oy a9z op
]f(x:Y:Z:p)— ah ah 6h ah
ax 9y 9z Op
gj 0j 9j 0j
ldx Jdy 0z OJpl
Setelah masing - masing fungsi persamaan diturunkan secara parsial terhadap variabelnya,
maka matriks Jf(x,y,z,p) diatas menjadi:
(1_3)_%_%_P+Lpb_ _ _ P _ WX
%) K i T ar e P TH hx 1+ bx
s Bx—y— - 2P apyb 0 _azy
y VR T by T Gy +1)2 1+ by
0 r(l—%)—% —u—m—0 0
@ap  axpb __@p a;ypb 0 QX o @Y s
1+bx (bx+1)2 1+by (1+by)? 1+bx 1+by H ¢

Untuk mengetahui sifat titik kesetimbangan mendatang, maka titik kestabilan harus di uji
kestabilannya terlebih dahulu melalui linearisasi nilai-nilai eigen. Selanjutnya untuk menghitung titik
- titik kesetimbangan, diperlukan nilai - nilai parameter. Nilai parameter ini berupa asumsi - asumsi
yang digunakan dalam menganalisis model predator-prey ini.

Tabel 4.2. Nilai asumsi parameter untuk model predator - prey dengan fungsi respon Holling Tipe
11, infeksi pada prey dan pemanenan pada predator

NOTASI INTERPRETASI NILAI
K Koefisien daya dukung lingkungan 100
(14 Laju pertumbuhan mangsa sehat 0.5
b Koefisien fungsi respon Holling tipe Il 0.01
u Laju kematian alami tiap sub-populasi 0.1
B Laju interaksi mangsa sehat dengan mangsa 0.1

terinfeksi
Y Laju kematian mangsa terinfeksi akibat 0.05
terinfeksi
w Laju proporsional mangsa terinfeksi di- 0.3
treatment
T Laju kematian akibat kegagalan treatment 0.03
1) Laju pemanenan populasi pemangsa 0.1
a, Laju pertumbuhan pemangsa sebanding 0.5

dengan efisiensi konsumsi pemangsa

terhadap mangsa sehat

a, Laju kematian pemangsa sebanding dengan 0.3
efisiensi konsumsi pemangsa terhadap

mangsa terinfeksi

c Kematian pemangsa akibat tidak adanya 0.02
mangsa
r Laju pertumbuhan logistik mangsa di- 0.1

treatment
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(7] Pengaruh treatment terhadap populasi 0.02
mangsa sehat

4.2.1.1. Kestabilan Titik Kesetimbangan Trivial
Kestabilan titik kesetimbangan trivial atau Ej adalah dengan mensubstitusikan nilai E; =
(0,0,0,0) pada matriks Jf(x,y,z,p) dan diperoleh hasil sebagai berikut:

a—u 0 6 0

1 0 -y —U—w 0 0

J= 0 w —u—m—0 0
0 0 0 —-u—46—-c¢

Setelah matriks Jacobian dilengkapi maka langkah selanjutnya, yaitu mencari nilai
det(Al — Jf(x* y* z* p*)) = 0 untuk memperoleh nilai-nilai eigen dari matriks sebagai berikut:
det(/ll - ]f(x*,y*,z*,p*)) =0
Sehingga dapat ditentukan nilai - nilai eigen dari persamaan karakteristiknya adalah
A=a—u
A= —-(r+u+w)
A= —-(u+m+06)
A= —(u+d+c)

Untuk menentukan jenis kestabilan titik kesetimbangan dari persamaan yang diberikan,
perlu dilihat nilai-nilai eigen yang diperoleh masing-masing persamaan. Nilai eigen ini memberikan
informasi tentang kestabilan titik kesetimbangan dalam sistem dinamik.

4.2.1.2. Kestabilan Titik Kesetimbangan Semi-trivial
a. Titik Kesetimbangan semi - trivial ketika pemangsa punah
Titik kesetimbangan semi - trivial dimana pemangsa p = 0 berarti pemangsa tidak ada,
sementara populasi lainnya (mangsa sehat, mangsa terinfeksi dan mangsa di treatment)
dapat bertahan. Untuk menemukan titik kesetimbangan ini, ditetapkan p = 0 dan akan
dicari solusi untuk variabel lainnya.
Selanjutnya setiap persamaan di substitusi dengan setiap nilai-nilai parameter yang ada,

dan diperoleh:
s (1-5)+ 0,02z - 0,1xy - 0,1x =0
de ~ ¥\t T1pp) T AT BT RS
dy
It = 0,1xy - 0,05y — 0,1y — 0,3y =0
dz y
=01y (1- W) — 0,1z - 0,03z — 0,022 =0
dp _
dt

Sehingga ketika tidak adanya predator maka titik kesetimbangan yang diperoleh adalah
(x*,y*,z*5p*) = (54,2,0) . Selanjutnya adalah mencari bentuk kestabilan dari titik
kesetimbangan ini. Kestabilan titik kesetimbangan semi - trivial ketika tidak adanya predator
adalah dengan mensubstitusikan (x*,y*, z*, p*) = (5,4, 2, 0). Sehingga diperoleh:

(1 5) S5a 4 c P 5a4
a\l-%)"x ~4¥-# B 5h+ 1

4 5 0 4a,
] = d Foy-u-ow 4b +1

0 (1 4) ar 0 0

"UTk) Tk THETT
0 0 1a, 5
ab+1 H ¢

Setelah matriks Jacobian dilengkapi maka langkah selanjutnya yaitu mencari nilai
det(Al — Jf(x*,y*,z*,p*)) = 0 untuk memperoleh nilai-nilai eigen dari matriks. Dalam
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proses penyelesaian model ini, pendekatan perhitungan manual telah dilakukan hingga
tahap Jacobian matriks. Namun, seiring meningkatnya kompleksitas model dan sistem
persamaan yang dianalisis, metode perhitungan manual menjadi kurang efisien dan sulit
untuk diselesaikan secara analitik.

b. Titik Kesetimbangan semi - trivial ketika tidak ada mangsa sehat

Dengan tidak adanya mangsa sehat (x = 0), sistem persamaan diferensial menjadi:

dx _ 0

dt

— = = — 1y —- —— =
ac =~ 005y = 0ly = mary, T 03y =0

2 _ o1 (1-2=) - 012003z — 0,022 =0
ac - Y\ 7100/ T AT ’

dp _ 0,3yp

dt 140,01y

Sehingga titik kesetimbangan yang diperoleh ketika tidak ada mangsa sehat yaitu

(x*,y*, z*p*) =(0,0,0,0). Untuk menguji kestabilan titik kesetimbangan tanpa mangsa
sehat ini adalah dengan mensubstitusikan nilai (x* y* z* p*) = (0,0,0,0) pada matriks
Jf(x,y,z,p) dan diperoleh hasil sebagai berikut:

0,1p— 0,1p —0,02p = 0

a—u 0 0 0

1 0 -y —U—w 0 0

J= 0 r —u—m—0 0
0 0 0 —-u—46—-c

Setelah matriks Jacobian dilengkapi maka langkah selanjutnya, yaitu mencari nilai
det(Al — Jf(x*,y*,z*,p*)) = 0 untuk memperoleh nilai-nilai eigen dari matriks sebagai
berikut:

det(/ll - ]f(x*,y*,z*,p*)) =0
Sehingga dapat ditentukan nilai - nilai eigen dari persamaan karakteristiknya adalah
A=a—u
A= -y +p+tw)
A= —-(u+m+6)
A= —-(u+dé+c)

c. Titik Kesetimbangan semi - trivial ketika tidak ada mangsa terinfeksi

Karena y = 0, maka sistem persamaan diferensial menjadi:

x_ s (1 x)+002 05%p 10 =0
ac - X TR TR T 001 T
dy

~Z =0

dt

dz

& 01z-003z—0,02z=0

dt

dp_ _05%p o 01p - 0.02p =0

dt  1+001x P70 TRUNAPE

Sehingga titik kesetimbangan ketika tidak adanya mangsa terinfeksi adalah
(x*,y*, z*p*) = (80,0,0,0).
Untuk menguji kestabilan titik kesetimbangan tanpa mangsa terinfeksi ini adalah
dengan mensubstitusikan nilai (x*, y*, z*,p*) = (80,0,0,0) pada matriks Jf(x,y,z,p) dan
diperoleh hasil sebagai berikut:

,_80)_80a 50 ) 80a,
“( K) Kk * p 80b + 1
_ 0 80—y —u—w 0 0
J= 0 T —u—m—0 0
80a,
0 0 —uU—m—c

80b +1
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Setelah matriks Jacobian dilengkapi maka langkah selanjutnya, yaitu mencari nilai

det(Al — Jf(x*,y*,z*,p*)) = 0 untuk memperoleh nilai-nilai eigen dari matriks sebagai
berikut:

det(/ll - ]f(x*,y*,z*,p*)) =0

Sehingga dapat ditentukan nilai - nilai eigen dari persamaan karakteristiknya adalah:
A= —p-m—0 ;1=80f—y—p—w; A =—-—2% ; dan

_ —80bc —80b6 —80byu +80a; —c—6—u

A= 80b + 1

Untuk menentukan jenis kestabilan titik kesetimbangan dari persamaan yang diberikan,
maka perlu dilihat nilai - nilai eigen yang telah diperoleh.

d. Titik Kesetimbangan semi - trivial ketika tidak ada mangsa di-treatment
Dengan z = 0, sistem persamaan diferensial menjadi:

dx X 0,5x
Z =05 (1- )~ 01xy -~ 01x=0

dt 100 1+ 0,01x

— = 0,xy— 0,05y —-0,1y—————-0,3y =0
ac YT R TR T T oty Y
dz _ 0

dat

dp  0,5xp 0,3yp

- - —0,1p—0,1p—0,02p = 0
dt _ 1+001x 1+001y P72 p

Sehingga diperoleh titik kesetimbangan ketika tidak adanya mangsa di-treatment adalah
(x*,y*, z%p*) = (5,4,0,0). Untuk menguji kestabilan titik kesetimbangan tanpa mangsa di-
treatment ini adalah dengan mensubstitusikan nilai (x*,y* z*,p*) = (5,4,0,0) pada
matriks Jf(x,y,z,p) dan diperoleh hasil sebagai berikut:

]
(1 5) 5a 4 c P 5a;
a\l-%) K ~*#¥-# B 5h+ 1
4 5 0 4a,
_ B B-y-u-w 4b + 1
B 0 (1 4) ar ) 0
"UTk) Tk THTT
0 0 0 5a, 4a, 5
5h+1 4b+1 H ¢

Setelah matriks Jacobian dilengkapi maka langkah selanjutnya yaitu mencari nilai
det(Al — Jf(x*,y*,z*,p*)) = 0 untuk memperoleh nilai-nilai eigen dari matriks. Dalam
proses penyelesaian model ini, pendekatan perhitungan manual telah dilakukan hingga
tahap Jacobian matriks. Untuk mendapatkan Solusi yang lebih cepat, akurat dan
komprehensif, simulasi numerik menggunakan perangkat lunak dilakukan sebagai alternatif.
Pendekatan ini memungkinkan penyelesaian model dengan mempertimbangkan seluruh
parameter serta dinamika sistem secara lebih efektif.

4.2.1.3. Eksistensi Titik Kesetimbangan Non - Trivial
dx

x a;x
E=ax(l—E)+92—1i5x—ﬁxy—yx=O
d_y_Bx_ L 2/
dt P TV T WY 1+ by wy =
dz

a: Ty (1—%)—yz—nz —0z=0

dp _ a;xp a,yp

dt ~ 1+bx 1+by M7 op—cp=0
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Titik kesetimbangan non - trivial diperoleh:

e Persamaan x
a; xp

ax(1—£)+ 0z — — Bxy— ux=0
K 1+ bx
e Persamaan y
ayp
— — — — =0
Bxy — vy — uy T+by Y

e Persamaan z

ry (1—%)— uz—mz — 0z=0

e Persamaan p

;xXp )P — Sp—cp =0
1+bx 1+by P p=cp
a; xp ayp

1+bx 1+by_(ﬂ+ §+p =0

ax ay
- = 5
<1+bx 1+by>p W+ d+op
a,x ay

1+bx 1+by=ﬂ+6+c

Maka, titik kesetimbangan non - trivial yang diperoleh adalah:
(yzhp) = (7, y"z"p")

Untuk mendapatkan solusi yang lebih cepat, akurat dan komprehensif, simulasi numerik
menggunakan perangkat lunak dilakukan sebagai alternatif. Pendekatan ini memungkinkan
penyelesaian model dengan mempertimbangkan seluruh parameter serta dinamika sistem
secara lebih efektif.

Simulasi Model
4.3.1.Simulasi Model Bentuk Kesetimbangan Trivial

Simulation of Trivial Equilibrium Peint

¥ (Healthy prey)
08} y (Infected prey)| -
z (Treated prey)
——— p (Predators)

06|

0.4+

02F

Population
(=]

02

04}

06}

08+

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Time

Gambar 4.2. Simulasi Kesetimbangan Trivial

Dapat dilihat bahwa ketika setiab sub populasi berada dalam kondisi trivial (tidak ada sub populasi
yang hidup) maka tidak terdapat interkasi yang terjadi dan grafik tersebut menunjukkan kestabilan
dimana setiap sub populasi berada di angka nol. Simulasi matlab ini mengonfirmasi bahwa titik
kesetimbangan trivial (x = 0;y = 0;z = 0;p = 0) adalah stabil dalam kondisi tertentu (sesuai
dengan analisis kestabilan sebelumnya).
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4.3.2. Simulasi Model Bentuk Kesetimbangan Semi-Trivial

4.3.2.1. Simulasi Kesetimbangan tanpa Pemangsa
Simulation of Semi-Trivial Equilibrium (Predator-Free)
x (Healthy prey) 3D Phase Portrait with Directional Arrows
y (Infected prey)
z (Treated prey) Phase Trajectory
45 ——= Flow Direction

35

Population

22

z [Treated Prey)

34

25

44 4

2 42
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 x (Healthy Prey)

Time

42
y (Infected Prey)

Gambar 4.3. Simulasi Kesetimbangan Bebas Pemangsa dan Potret Fase 3D dari Kesetimbangan Bebas
Pemangsa

Pada simulasi menggunakan bantuan software Matlab dilihat bahwa populasi mangsa sehat (x)
berada di puncak tertingggi diikuti dengan populasi mangsa terinfeksi (y) dan populasi mangsa di-
treatment (z). Tidak adanya proses pemangsaan oleh predator yang menyebabkan populasi mangsa
sehat yang tumbuh meningkat. Namun dapat dilihat juga pada beberapa waktu tertentu, populasi
mangsa sehat menurun seiring dengan kenaikan populasi mangsa terinfeksi dan mangsa di-
treatment yang diakibatkan oleh adanya penyebaran infeksi. Grafik ini menunjukkan bahwa populasi
pada akhirnya mencapai kestabilan (semi - trivial equilibrium) tanpa kehadiran predator. Ini
menggambarkan bagaimana interaksi antara mangsa sehat, mangsa terinfeksi dan mangsa di-
treatment akan berosilasi terlebih dahulu sebelum menuju titik keseimbangan tertentu. Untuk lebih
jelasnya dapat dilihat pada Fase Potret 3D di bawah ini.

4.3.2.2. Simulasi Kesetimbangan tanpa Mangsa Sehat

1 Simulation of Semi-Trivial Equilibrium (No Healthy Prey)

y (Infected prey)
z (Treated prey) | 4
——— p (Predators)

0.8

0.6

0.4

0.2

0

Population

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

-1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Time
Gambar 4.5. Simulasi Kesetimbangan tanpa Mangsa Sehat

Berdasarkan grafik hasil simulasi menggunakan bantuan software Matlab, setiap populasi tanpa
adanya mangsa sehat berada di nol (dapat dikatakan punah). Hal ini bisa saja terjadi dikarenakan sub
populasi mangsa sehat yang memegang peranan penting dalam analisis ini. Tanpa mangsa sehat,
maka tidak adanya pemangsaan dan predator (p) menjadi kelaparan dan berakhir pada kepunahan
populasi. Tdak ada mangsa sehat juga berarti bahwa tidak ada penyebaran penyakit yang terjadi
sehingga sub populasi mangsa terinfeksi (y) juga habis (dapat dikatakan punah) diikuti dengan
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populasi mangsa di-treatment (y). Tanpa adanya mangsa terinfeksi maka tidak ada yang melakukan

treatment sehingga populasi dapat punah.
4.3.2.3.

90 Simulation of Semi-Trivial Equilibrium (No Infected Prey)

80

x (Healthy prey)
z (Treated prey)
—— p (Predators)

70

(5]
=1

=
=]

FPopulation

[
&

20

p (Predators)

Simulasi Kesetimbangan tanpa Mangsa Terinfeksi

3D Phase Portrait: Healthy Prey, Treated Prey, and Predators with Arrows

Trajectory
———== Change Directions
@  Starting Point

80.05
50.04
80.03

80.02

08
0.6
04

z (Treated prey)

02

80.01

80
79.99

x (Healthy prey)

50 90 100

Time

20 30 40 60 70 80

Gambar 4.6. Simulasi Kesetimbangan tanpa Mangsa Terinfeksi dan Potret Fase 3D dari

Kesetimbangan tanpa

Mangsa Terinfeksi

Kedua gambar tersebut menunjukkan bahwa dalam kondisi tertentu, mangsa sehat
mendominasi sistem, sementara mangsa di-treatment dan predator tidak mampu mempertahankan

populasinya dan akhirnya menuju kepunahan. Hal

ini mungkin disebabkan oleh ketidakefisienan

predator dalam memangsa mangsa sehat dan tidak adanya penyebaran infeksi pada mangsa sehat,
sehingga mangsa tetap berada dalam kondisi stabil. Dengan kata lain, sistem ini mencapai
kesetimbangan semi - trivial di mana hanya mangsa sehat yang bertahan dalam jangka Panjang.

4.3.2.4. Simulasi Kesetimbangan tanpa Man,

Simulation of Semi-Trivial Equilibrium (No Treated Prey)

45 \/\/\AM
4
3.5
x (Healthy prey)
3 y (Infected prey)
_5 p (Predators)
=225
o
[=]
o2
1.5
1
0.5

50 60 70 80 90 100
Time

10 20 30 40

gsa di-Treatment

3D Phase Portrait: Healthy Prey, Infected Prey, and Predators

Trajectory

——== Change Directions|
@  Start Point
@ End Point

=
o

[=1

p (Predators)

-0.5

44

38
36 42

y (Infected prey) x (Healthy prey)

3.4

Gambar 4.8. Simulasi Kesetimbangan tanpa Mangsa di-Treatment dan Potret Fase 3D dari
Kesetimbangan tanpa Mangsa di-Treatment

Berdasarkan hasil simulasi menggunakan bantuan software Matlab populasi mangsa sehat (x)
berada di posisi teratas diikuti oleh populasi populasi mangsa terinfeksi. Berdasarkan perhitungan
sebelumnya bahwa tidak adanya predator (p = 0) maka dapat disimpulkan bahwa tidak terjadi

proses pemangsaan yang dilakukan oleh predator

(p) dan tidak penyebaran infeksi yang terjadi

w
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berakhir pada kematian. Potret Fase 3D menunjukkan hubungan antara populasi mangsa sehat (x),
mangsa terinfeksi (y) dan predator (p). Panah merah yang menunjukkan arah perubahan (flow
direction) dinamika sistem, yaitu bagaimana ketiga populasi berubah dari waktu ke waktu. Sistem
cenderung menuju keseimbangan (pusat spiral) sebagai titik akhir dinamika. Trajektori yang
dilambangkan oleh garis biru menggambarkan perubahan ketiga populasi dari waktu ke waktu.
Bentuk viral menuju pusat menunjukkan bahwa sistem mengalami osilasi dan akhirnya mencapai
titik keseimbangan stabil.

4.3.3. Simulasi Model Bentuk Titik Kesetimbangan Non - Trivial

Simulation of Non-Trivial Equilibrium

10 '
% (Healthy prey)
g y (Infected prey)| 4
z (Treated prey)
8 p (Predators)

Population

O —— 1 L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 20 100

Time

Gambar 4.10. Simulasi Kesetimbangan Non - Trivial

Berdasarkan hasil simulasi menggunakan Matlab grafik dilihat bahwa Populasi Mangsa Sehat
(merah) pada awalnya tinggi, lalu menurun drastis namun kembali meningkat dan terus berfluktuasi.
Populasi Mangsa Terinfeksi (hijau) tetap sangat rendah sepanjang simulasi, yang menunjukkan infeksi
tidak menyebar luas. Populasi Mangsa di-treatment (biru) mengalami penurunan awal, lalu stabil di nol
yang menunjukkan keterkaitannya dengan mangsa terinfeksi. Populasi Predator (hitam) mengikuti pola
naik-turun yang selaras dengan populasi mangsa dan menurun saat populasi mangsa berkurang dan
meningkat saat populasi mangsa bertambah.

Selanjutnya akan dilihat hubungan antara setiap sub populasi di titik kesetimbangan non - trivial ini.
a. Hubungan antara mangsa sehat (x) dengan mangsa terinfeksi (y) dan mangsa di-treatment
(2)

Relationship between Y1, Y2, and Y3
Relationship between Y1, Y2, and Y4

Trajectory

Trajectory
——s= Change Directions

———== Change Directions|

Y3 (Treated prey)
Y4 (Predators)

0 10

4 6
6 4

Y1 (Healthy prey) 10 0 Y2 (Infected prey) Y1 (Healthy prey) 10 0 Y2 (Infected prey)
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Relationship between Y1, Y3, and Y4 Relationship between Y2, Y3, and Y4
Trajectory -
= Change Directions —a--(rtrf?éigg%irediuﬂs
10 4 10 4
84 84
5 F
£ 64 2 64
] ©
3 i
L 44 @ 4
= s
24 24
0.l 0.l
0 10 0 10
2 8 2 8
4 6 4 6
6 4
8 2 6 8 2 4
Y1 (Healthy prey) 100 Y3 (Treated prey) Y2 (Infected prey) 10 0 Y3 (Treated prey)

Gambar 4.11. Fase Potrait 3D Hubungan interaksi antara mangsa sehat, mangsa terinfeksi, dan
predator .

5. Kesimpulan

Proses simulasi menunjukkan beberapa kondisi sistem diantaranya: Kondisi Trivial: tidak ada interaksi
karena semua populasi habis, Kondisi Semi-Trivial: Misalnya tanpa predator, populasi mangsa sehat
tumbuh secara eksponensial seblum stabil, sementara mangsa terinfeksi dan mangsa di-treatment fluktuatif
tergantung infeksi dan treatment, dan Kondisi Non-Trivial: semua populasi mencapai kestabilan dinamis
setelah fluktuasi awal. Interaksi antara pemangsa dan mangsa menunjukkan adanya siklus populasi yang
dipengaruhi parameter seperti laju infeksi dan pemanenan. Hasil simulasi juga mengonfirmasi bahwa
kestabilan sistem sangat dipengaruhi oleh nilai parameter, seperti laju pertumbuhan mangsa sehat,
efektivitas treatment dan tingkat pemanenan pemangsa. Perubahan kecil pada parameter dapat
menyebabkan perubahan signifikan pada dinamika populasi.
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