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Abstract: Suppose G = (V,E) isaconnected graph. A graph G admits H- covering if for every edge e €
E(G) belongto a subgraph of G isomorphicto H.Let G admits H-covering. A graph G iscalled H-
magic if there exist a bijection f:V(G)UE(G) — {1,2,...|V(G)| + |E(G)|} such f(H) = Ypevnf(v) +
Yece) f(e) = k for every subgraph H' = (V',E") of G isomorphic to H. Moreover, it is called H-
supermagic if f(V(G)) ={1,2,..,|V(G)|}. Next, we talk about a comb product. Let ¢ = (V,E) and H =
(V',E') a graph and let o € V'. A comb product between G and H, denoted by G =, H is a graph
obtained by taking one copyof G and |V| copyof H thenidentifyingthe i-th copyofgraph H atvertex
o to the i-th vertex of graph G. In this paper, we construct a P, &, G-supermagic labeling of a graph
Cm >0 G and P, =, G.
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1. Pendahuluan

Graf G merupakan suatu pasangan terurut G = (V,E) dengan V adalah himpunan tak kosong
dari objek yang disebut titik dan E c [V]? = {{u,v},u,v € V} [3]. Untuk memudahkan penulisan,

anggota E ditulis uv dari pada {u,v}. Adapun |[V(G)| dan |E (@) | secara berturut-turut
menyatakan banyaknya titik dan sisi pada graf G [2]. Selanjutnya, diberikan definisi hasil kali sisir
pada graf. Misalkan graf G dan H adalah graf terhubung yang memuat o sebagai salah satu titik
pada graf H. Hasil kali sisir antara graf G dan H, dinotasikan G =, H, merupakan graf yang

diperoleh dengan mengambil satu salinan dari graf G dan salinan sebanyak | V(G) | dari graf H,
kemudian menyatukan titik o padagraf H ke-i dengan titik ke-i pada graf G [8].

Suatugraf ¢ = (V,E) dikatakan memuatselimut H jika untuk setiap sisi pada graf G termuat
pada suatu subgraf yang isomorfik terhadap H [4]. Selanjutnya graf G yang memuat selimut-H
dikatakan H-ajaib jika terdapat fungsi bijektif f:V U E — {1,2,...,|V| + |E|} sehingga untuk setiap
subgraf H' dari G yang isomorfik dengan H berlaku f(H") = Ywey) f(v) + Z(eer) f(e) = k
dengan k adalah bilangan ajaib [4]. Selanjutnya, graf G disebut H -ajaib super jika f(V) =
{1,2,...,|V]} [4].Llado dan Moragas [1] telah dibuktikan bahwa graf W, adalah C3-ajaib super untuk
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n > 5, n ganjil. Mereka juga telah membuktikan bahwa jika G grafyang tak memuat subgraf C,, maka
graf G X K, adalah C, -ajaib super. Selanjutnya, Maryati, Salman, dan Baskoro [9] telah
mengkarakterisasi semua graf G sehingga gabungan terpisah dari graf G merupakan graf G- ajaib
super. Mereka juga telah membuktikan bilangan ajaib untuk gabungan dari graf lintasan, yakni mBpB,
untuk sebarang m dan n. Selvagopal dan Jeyanti [6] juga membuktikan bahwa graf ular poligon-k
dengan panjang n merupakan graf Cj - ajaib super. Kemudian, pada [5], mereka juga telah
membuktikan pelabelan C,- ajaib super pada graf C,, X P,, untuk m > 2,n =3 dan n > 4.

2. Multi-himpunan Seimbang

Sebelum membahas definisi, berikut diberikan beberapa notasi yang digunakan.

ZX =erXxl
[a, b] ={xla<x<bx€el}
. pmod q; p # kq
d ={ , 1
pmod q q ;P = kq ( )
{a}w{a, b} ={a,a,b}
kla, b] = W¥ ,[a, b].

Multi-himpunan merupakan modifikasi dari himpunan yang mengijinkan unsur yang sama muncul lebih
dari satu kali [8]. Misalkan k € N dan X multi-himpunan dari bilangan bulat positif. X dikatakan
multi-himpunan k-seimbang jika terdapat k himpunan bagian X, (namakan X;, X, ..., X;) sehingga
untuk setiap h € [1,k],

X
x| = 12,

X
SX,=2XeN, @)
L+J{'(=1Xh =X.

X, disebut subhimpunan seimbang dari X. Selanjutnya diberikan beberapa lemma terkait multi-
himpunan k-seimbang.

Lema 2.1 Misalkan m,m{,n; € N dengan m bilangan ganjil dan n{ + m, bilangan genap, maka
multi-himpunan X = 2[1,(my + ny)m] 4 [(my + ny)m+ 1,(my + ny + 1)m] adalah m-seimbang.
Bukti:

Pertama, ditunjukkan bahwa X; adalah multi-himpunan yang seimbang. Pembuktian ini
terbagi atas empat kasus.

Kasus 1: ny dan my ganjil

— 1 ni—1 1
Bentuk  Xp, = {an modsm A(h+1)mod+m» b modsms - bh mod+m’ b(h+1)mod*m; v
n,—-1 1 my 1 my
b(h+1)mod*m’ Ch mod+m» *» Cp mod+m’ C(h+1)modxms > C(h+ 1)mod*m’ dh}

dengan,

h+1 .

— h ganjil € [1,m]
a =

h m+1 h

—+ h genap € [1,m]
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r'+1) +1-nh h €[1m]
G+1m ’ j ganjil € [1,n, —1]

j_
b =19 o h € [1,m]
jmr i jgenap € [1,n; —1]
( +mk+1—h ho€ [Lm]
mn, +m —h, .
k= ] ! k ganjil € [1,m,4]
" +(k—1D)m+h ho€ [1m]
mi mn ’ k genap € [1,n]
dp=(my+n,)m+nh, h € [1,m]

Perhatikan bahwa |Xj| = 2(m; +ny) + 1 dan
Y Xp = (my +ny)%m +%(m + 1)(2my +2n, + 1)

Kasus 2: nydan m, genap

Bentuk X, ay, b,{, dp sama dengan Kasus 1 dan

h € [1,m]
k ganjil € [1,m4]
he[1,m]
k genap € [1,m,]

. (mny + h) + (k — 1)m,
cy =
" (mny+1)—h+km,

Perhatikan bahwa |X,| = 2(m; + n;) + 1 dan
YXn = (my +ny)%m +%(m +1)(2my +2n,+ 1)

Kasus 3: n, ganjil dan m, genap

Bentuk X, ay, b}{, cf sama dengan Kasus 1 dan

d _{ (mi+ny)m+h, h=m
= lmy+ny +1)m—nh, h€[1,m—1]

Perhatikan bahwa |X,| =2(m; + n;) + 1 dan
Y Xp = (my +ny)%m +%(m + 1)(2my +2n, + 1)

Kasus 4: n, genap dan m, ganjil.

Bentuk X, a, b,{, c,’f sama dengan Kasus 2 dan

d _{ (mi+ny)m+h, h=m
= lmy+ny+1)m—h, he[l,m—1]

Perhatikan bahwa |X,| =2(m; + n;) + 1 dan
Y Xn = (my +ny)%m +%(m + 1)(@2my +2n, + 1)

4
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(6)
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(10)
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>X

Selanjutnya, tinjau oo l:;—l dan J}X, X,. Berdasarkan persamaan (3), (5), (7), (9) dan melihat

peta dari fungsi tersebut, diperoleh Wp-, X, = X. Menurut premis pada Lemma 2.1, diperoleh lj,(l_l =

+n)2m2+2(m+1)(2my +2n, +1
2(my +ny) +1=|X,| dan %z Onatm)7m 5 () @ma+2m )=2Xh.

m

3. Hasil Utama

Berikut diberikan himpunan titik dan sisi dari graf B, >, G dan C,, >, G dengan |V(G)| =n,
dan |E(G)| = m,.
V(Cn o G)={wpll<h<m}u)|1<j<n -L,1<h<m}
E(C, >, G} = {eh = vhv(h+1)mod*m|1 <h< m} U {ef | 1<k<m1;1<h<m}
(11)
V(Pp 5o G)={vpll<h<m}u{v)|1<j<n -1;1<h<m}
E(P, >, G}={ei:vivi+1|1SiSm—l}U{e,ﬂlSkSml;lShSm}
Selanjutnya, diberikan teorema terkait pelabelan

Teorema 3.1 Misalkan G suatu graf. Jika graf C,, =, G memiliki tepat m subgrafyang isomorfik
dengan P, =, G untuk m bilangan ganjil, maka graf C,, =, G merupakan graf P, =, G-ajaib super.

Bukti:

Misalkan G suatu graf dengan |V(G)| =n,; dan |E(G)| = m;. Pembuktian teorema ini dibagi
menjadi empat kasus, yakni n; dan m; ganjil, n; dan m; genap, n; ganjildan m, genap, serta n;
genap dan m; ganjil.

Kasus 1: ny dan my ganjil

Bentuk fungsi pelabelan untuk titik dan sisi pada graf C,, = G dengan

fvy) = ap, f(ep) =dp, f(v,{) = b,{, dan f(e,’f) = ¢} seperti pada persamaan (3).

Perhatikan himpunan X, padabukti Kasus 1 Lemma 2.1. Anggota himpunan X, merupakan label titik
dan sisi dari graf P, =, G yang merupakan subgraf dari graf C,, =, G. Kemudian, perhatikan bahwa
jumlahan dari label titik dan sisi setiap subgraf P, =, G pada graf C,, >, G sama, yaitu X, =
(m; +ny)*m+ % (m+ 1)(2m, + 2n, + 1).

Dengan melihat peta dari masing-masing fungsi pada (3), diperoleh

FuaDUFUenDUF (v DUF({ef)) = [1, m]U[m + 1, mn,] Ulmny + 1, (my + ny)m]
Ul(my + n)m+ 1, (my + n; + 1)m).
(12)

Akibatnya, f merupakan fungsi bijektif. Dengan cara serupa diterapkan pada Kasus 2 sampai Kasus
4, diperoleh graf C,, >, G merupakan graf P, >, G ajaib super untuk m bilangan ganjil. m

Selanjutnya, perhatikan pelabelan P, =, G-ajaib super pada graf C,, >, G. f({ex|]l <h<m}) =
[(my + ny)n+1,(my + ny + 1)m] danlabelsisi e, = v,,v; adalah f(e,;) = (my + n; + 1)m. Jika
menghapus sisi e, dan meniadakan labelnya, maka diperoleh pelabelan P, &, G-ajaib super pada
graf P, >, G dengan m — 1 subgraf yang isomorfik dengan P, &, G.
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AKkibat 3.2 Misalkan G suatu graf. Jika graf P, >, G memiliki tepat m — 1 subgrafyang isomorfik
dengan P, =, G untuk m bilangan ganjil, maka graf P,, =, G merupakan graf P, =, G-ajaib super.
]

Perhatikan lagi bahwa Teorema 3.1 juga berlaku untuk Pelabelan P, =, G-ajaib super pada graf

P, >, G untuk m genap dan |V(G)|+ |E(G)| ganjil. Dengan menggunakan Teorema 3.1 pada Kasus
3 dan 4 dan menerapkan hal yang sama seperti Akibat 3.2, diperoleh hasil berikut.

Akibat 3.3 Misalkan G suatu graf dengan |V(G)| + |E(G)| ganjil Jika graf P, =, G memiliki tepat
m — 1 subgrafyang isomorfik dengan P, =, G untuk m bilangan genap, maka graf P, =, G
merupakan graf P, &, G-ajaib super. m

4. Kesimpulan

Berdasarkan hasil yang diperoleh pada bagian 3, disimpulkan bahwa untuk sebarang graf G dan m
bilangan ganjil, graf C,, >, G dan P, >, Gmerupakan graf P, =, G-ajaib super. Sedangkan, untuk G
graf dengan |V (G)| + |E(G)| bilangan ganjil dan m bilangan genap, maka graf B, >, G merupakan
graf P, =, G-ajaib super. Selanjutnya, masalah yang belum terselesaikan adalah pelabelan P, &, G-
ajaib super pada graf C,, >, G untuk m bilangan genap dan Pelabelan P, &, G-ajaib super pada graf
B, =, G untuk m dan |V(G)| + |E(G)| bilangan genap.
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