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Abstract: In this paper, we will discuss about fixed point theorem for 𝐹𝑐-contraction mapping of Hardy-Roger-

type in complex valued metric space. The existence of the fixed point for the 𝐹𝑐-contraction mapping of Hardy-

Roger-type is guaranteed if it satisfies 𝛾 ≠ 1, 0 ≾ 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜇, 𝐿, and 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 2𝜇 = 1. Furthermore, if 𝛼 +

𝜇 + 𝐿 ≾ 1 then 𝑇 has a unique fixed point 𝑥∗ ∈ 𝑋 and for every 𝑥 ∈ 𝑋 the sequence {𝑇𝑛(𝑥)} converges to 

𝑥∗. 
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1. Pendahuluan 

Teori titik tetap merupakan salah satu penelitian dalam bidang matematika analisis yang memiliki cukup 

banyak aplikasi. Salah satu aplikasinya adalah untuk membuktikan eksistensi solusi dari suatu sistem 

persamaan diferensial. Sifat-sifat terkait teori titik tetap telah banyak dikembangkan oleh para peneliti, yang 

awal mulanya dari ditemukannya Prinsip Kontraksi Banach pada tahun 1922.  

Penelitian mengenai titik tetap terus berlanjut hingga sekarang, para peneliti terus mengembangkan atau 

memperumum sifat-sifat terkait titik tetap, di antaranya memperumum jenis pemetaannya dan 

memperumum ruang pembicaraannya [1-10]. Pada tahun 2011, Azam, Fisher dan Khan [3] memperkenalkan 

ruang metrik bernilai kompleks yang merupakan perumuman dari ruang metrik. Para peneliti pun banyak 

yang mulai mengembangkan teori titik tetap pada ruang metrik bernilai kompleks, di antaranya adalah 

Ahmad, Azam, dan Saejung [1].  

Selain memperumum ruang pembicaraan, para peneliti juga memperumum jenis pemetaannya, di 

antaranya adalah Wardowski [10] yang membuktikan eksistensi titik tetap untuk pemetaan kontraksi-𝐹 , 

dilanjutkan dengan Cosentino dan Vetro [5] yang membuktikan eksistensi titik tetap untuk pemetaan 

kontraksi-𝐹 tipe Hardy-Roger, di mana pemetaan kontraksi-𝐹 tipe Hardy-Roger adalah pemetaan yang lebih 

umum dari pemetaan kontraksi-𝐹. Dengan memperumum sifat-sifat terkait titik tetap, diharapkan aplikasi 
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yang dihasilkan pun semakin luas.  

 

 

 

2. Hasil dan Pembahasan 

Diberikan himpunan bilangan kompleks ℂ dan 𝑧1, 𝑧2 ∈ ℂ, didefinisikan urutan parsial ≾ pada ℂ yaitu 

𝑧1 ≾ 𝑧2 jika dan hanya jika 𝑅𝑒(𝑧1) ≤ 𝑅𝑒(𝑧2) dan 𝐼𝑚(𝑧1) ≤ 𝐼𝑚(𝑧2). Lebih lanjut, 𝑧1 ≺ 𝑧2 jika dan hanya 

jika 𝑅𝑒(𝑧1) < 𝑅𝑒(𝑧2) dan 𝐼𝑚(𝑧1) < 𝐼𝑚(𝑧2). Berikut adalah definisi dari ruang metrik bernilai kompleks 

yang dikenalkan oleh Azam, Fisher, dan Khan [3]. 

 

Definisi 1. Diberikan himpunan tak kosong 𝑋. Fungsi 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℂ disebut metrik bernilai kompleks pada 

𝑋 jika memenuhi: 

a. 0 ≾ 𝑑(𝑥, 𝑦) untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦; 

b. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋; 

c. 𝑑(𝑥, 𝑦) ≾ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑥) untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋. 

Selanjutnya pasangan (𝑋, 𝑑) disebut ruang metrik bernilai kompleks. 

 

Definisi 2. Diberikan ruang metrik bernilai kompleks (𝑋, 𝑑).  

i. Barisan {𝑥𝑛}  disebut barisan Cauchy jika untuk setiap 0 ≺ 𝑐 ∈ ℂ  terdapat 𝑁 ∈ ℕ  sehingga 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≺ 𝑐 untuk setiap 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑁. 

ii. Barisan {𝑥𝑛} dikatakan konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 jika untuk setiap 0 ≺ 𝑐 ∈ ℂ terdapat 𝑁 ∈ ℕ sehingga 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) ≺ 𝑐 untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑁. 

iii. Ruang metrik bernilai kompleks (𝑋, 𝑑) dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy di 𝑋 konvergen. 

 

Lemma 3. Diberikan ruang metrik bernilai kompleks (𝑋, 𝑑). Jika {𝑥𝑛} barisan di 𝑋 , maka pernyataan-

pernyataan berikut akan berlaku. 

a. Barisan {𝑥𝑛} konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 jika dan hanya jika barisan {|𝑑(𝑥𝑛, 𝑥)|} konvergen ke 0. 

b. Barisan {𝑥𝑛} adalah barisan Cauchy jika dan hanya jika barisan {|𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+𝑚)|}𝑛=1
∞  konvergen ke 0.  

 

Selanjutnya merupakan definisi dari pemetaan kontraksi-𝐹 yang diberikan oleh Wardowski [10]. 

 

Definisi 4. Diberikan ruang metrik (𝑋, 𝑑). Pemetaan 𝑇: 𝑋 → 𝑋  disebut kontraksi-𝐹  jika terdapat 𝑟 > 0 

dan 𝐹 ∈ ℱ  sehingga 𝑟 + 𝐹 (𝑑(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦))) ≤ 𝐹(𝑑(𝑥, 𝑦)) untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  dengan 𝑑(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦)) >

0, di mana ℱ adalah koleksi semua fungsi 𝐹: ℝ+ → ℝ dan memenuhi: 

(F1) 𝐹 adalah fungsi monoton naik tegas, yaitu jika 𝑥 < 𝑦 maka 𝐹(𝑥) < 𝐹(𝑦); 

(F2) Untuk setiap barisan {𝑎𝑛} di ℝ+, lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0 jika dan hanya jika lim
𝑛→∞

𝐹(𝑎𝑛) = −∞; 

(F3) Terdapat 𝑘 ∈ (0,1) sehingga lim
𝑎→0+

𝑎𝑘𝐹(𝑎) = 0. 
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Selanjutnya notasi ℱ𝑐  merupakan koleksi semua fungsi 𝐹: ℂ+ → ℂ  di mana ℂ+ = {𝑥 + 𝑖𝑦|𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+} 

dan memenuhi: 

(F1’) 𝐹 adalah fungsi monoton naik tegas, yaitu jika 𝑥 ≺ 𝑦 maka 𝐹(𝑥) ≺ 𝐹(𝑦); 

(F2’) Untuk setiap barisan {𝛼𝑛} di ℂ+, lim
𝑛→∞

|𝛼𝑛| = 0 jika dan hanya jika lim
𝑛→∞

|𝐹(𝛼𝑛)| = −∞; 

(F3’) Terdapat 𝑘 ∈ (0,1)  sehingga untuk setiap barisan {𝛼𝑛}  di ℂ+  dengan lim
𝑛→∞

|𝛼𝑛| = 0 , berlaku 

lim
𝑛→∞

|𝛼𝑛
𝑘𝐹(𝛼𝑛)| = 0. 

Berikut didefinisikan pemetaan kontraksi-𝐹𝑐 tipe Hardy-Roger di ruang metrik lengkap bernilai kompleks. 

 

Definisi 5. Diberikan ruang metrik bernilai kompleks (𝑋, 𝑑) . Pemetaan 𝑇: 𝑋 → 𝑋  disebut pemetaan 

kontraksi-𝐹𝑐 tipe Hardy-Roger jika terdapat 0 ≺ 𝑟 dan 𝐹 ∈ ℱ𝑐 sehingga 

𝑟 + 𝐹 (𝑑(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦))) ≾ 𝐹 (𝛼. 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝛽. 𝑑(𝑥, 𝑇(𝑥)) + 𝛾. 𝑑(𝑦, 𝑇(𝑦)) + 𝜇. 𝑑(𝑥, 𝑇(𝑦)) + 𝐿. 𝑑(𝑦, 𝑇(𝑥))), (1) 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dengan 0 ≺ 𝑑(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦)), di mana 𝛾 ≠ 1, 0 ≾ 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜇, 𝐿, dan 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 2𝜇 = 1. 

 

Teorema 6. Diberikan ruang metrik lengkap bernilai kompleks (𝑋. 𝑑) . Jika 𝑇: 𝑋 → 𝑋  adalah pemetaan 

kontraksi- 𝐹𝑐  tipe Hardy-Roger maka 𝑇  memiliki titik tetap. Lebih lanjut, jika 𝛼 + 𝜇 + 𝐿 ≾ 1 , maka 𝑇 

memiliki titik tetap tunggal 𝑥∗ ∈ 𝑋 dan untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋, barisan {𝑇𝑛(𝑥)} konvergen ke 𝑥∗. 

Bukti. Diambil sebarang 𝑥0 ∈ 𝑋 . Dibentuk barisan {𝑥𝑛}  dengan 𝑥1 = 𝑇(𝑥0) , 𝑥2 = 𝑇(𝑥1) = 𝑇2(𝑥0) , … , 

𝑥𝑛 = 𝑇(𝑥𝑛−1) = 𝑇𝑛(𝑥0) , untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ . Jika ada 𝑛 ∈ ℕ ∪ {0}  sehingga 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) = 0 , maka 𝑥𝑛 

adalah titik tetap pemetaan 𝑇 . Jika 0 ≾ 𝑑𝑛  untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ  di mana 𝑑𝑛 = 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) , maka 

berdasarkan (1) diperoleh 

𝑟 + 𝐹(𝑑𝑛) = 𝑟 + 𝐹(𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1))  

 = 𝑟 + 𝐹 (𝑑(𝑇(𝑥𝑛−1), 𝑇(𝑥𝑛)))  

 ≾ 𝐹 (
𝛼. 𝑑(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) + 𝛽. 𝑑(𝑥𝑛−1, 𝑇(𝑥𝑛−1)) + 𝛾. 𝑑(𝑥𝑛, 𝑇(𝑥𝑛)) + 𝜇. 𝑑(𝑥𝑛−1, 𝑇(𝑥𝑛))

+𝐿. 𝑑(𝑥𝑛, 𝑇(𝑥𝑛−1))
) 

 = 𝐹 (𝛼. 𝑑(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) + 𝛽. 𝑑(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) + 𝛾. 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) + 𝜇. 𝑑(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛+1) + 𝐿. (𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛))) 

 = 𝐹(𝛼. 𝑑𝑛−1 + 𝛽. 𝑑𝑛−1 + 𝛾. 𝑑𝑛 + 𝜇. 𝑑(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛+1)) 

 ≾  𝐹 (𝛼. 𝑑𝑛−1 + 𝛽. 𝑑𝑛−1 + 𝛾. 𝑑𝑛 + 𝜇. (𝑑(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1))) 

 = 𝐹(𝛼. 𝑑𝑛−1 + 𝛽. 𝑑𝑛−1 + 𝛾. 𝑑𝑛 + 𝜇. (𝑑𝑛−1 + 𝑑𝑛)) 

 = 𝐹((𝛼 + 𝛽 + 𝜇)𝑑𝑛−1 + (𝛾 + 𝜇)𝑑𝑛). 

Akibatnya diperoleh 

𝐹(𝑑𝑛) ≾ 𝐹((𝛼 + 𝛽 + 𝜇)𝑑𝑛−1 + (𝛾 + 𝜇)𝑑𝑛) − 𝑟             (2) 

 ≺ 𝐹((𝛼 + 𝛽 + 𝜇)𝑑𝑛−1 + (𝛾 + 𝜇)𝑑𝑛).              (3) 

Selanjutnya karena 𝐹 monoton naik tegas, maka berdasarkan (3) diperoleh 

        𝑑𝑛 ≺ (𝛼 + 𝛽 + 𝜇)𝑑𝑛−1 + (𝛾 + 𝜇)𝑑𝑛  
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     ⇒ (1 − 𝛾 − 𝜇)𝑑𝑛 ≺ (𝛼 + 𝛽 + 𝜇)𝑑𝑛−1, untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. 

Karena 𝛾 ≠ 1 dan 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 2𝜇 = 1, maka 0 ≺ 𝛼 + 𝛽 + 𝜇 = 1 − 𝛾 − 𝜇, akibatnya  

       𝑑𝑛 ≺
𝛼+𝛽+𝜇

1−𝛾−𝜇
𝑑𝑛−1 = 𝑑𝑛−1, untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. 

Jadi barisan {|𝑑𝑛|} adalah barisan monoton turun tegas. Selanjutnya karena 𝑑𝑛 ≺ 𝑑𝑛−1 dan 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 +

2𝜇 = 1 maka 

        𝑟 + 𝐹(𝑑𝑛) ≾ 𝐹((𝛼 + 𝛽 + 𝜇)𝑑𝑛−1 + (𝛾 + 𝜇)𝑑𝑛)  

≾ 𝐹((𝛼 + 𝛽 + 𝜇 + 𝛾 + 𝜇)𝑑𝑛−1)  

= 𝐹((𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 2𝜇)𝑑𝑛−1)  

= 𝐹(𝑑𝑛−1).  

Jadi 𝐹(𝑑𝑛) ≾ 𝐹(𝑑𝑛−1) − 𝑟 ≾ 𝐹(𝑑𝑛−2) − 2𝑟 ≾ ⋯ ≾ 𝐹(𝑑0) − 𝑛𝑟, untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, atau 

      𝐹(𝑑𝑛) ≾ 𝐹(𝑑0) − 𝑛𝑟, untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ.         (4) 

Berdasarkan (4) diperoleh lim
𝑛→∞

 |𝐹(𝑑𝑛)| ≾ −∞. Selanjutnya karena lim
𝑛→∞

 |𝐹(𝑑𝑛)| ≾ −∞ dan 0 ≾ 𝑑𝑛 untuk 

setiap 𝑛 ∈ ℕ ∪ {0}, maka berdasarkan (F2’) diperoleh lim
𝑛→∞

|𝑑𝑛| = 0. Berdasarkan (F3’), diketahui bahwa 

terdapat 𝑘 ∈ (0,1) sehinga lim
𝑛→∞

|𝑑𝑛
𝑘𝐹(𝑑𝑛)| = 0, maka dari (4) diperoleh  

  𝑑𝑛
𝑘𝐹(𝑑𝑛) − 𝑑𝑛

𝑘𝐹(𝑑0) ≾ 𝑑𝑛
𝑘(𝐹(𝑑0) − 𝑛𝑟) − 𝑑𝑛

𝑘𝐹(𝑑0) = −𝑛𝑟𝑑𝑛
𝑘 ≾ 0.     (5) 

Diperhatikan bahwa lim
𝑛→∞

|𝑑𝑛| = 0 dan lim
𝑛→∞

|𝑑𝑛
𝑘𝐹(𝑑𝑛)| = 0, akibatnya jika dikenakan limit untuk 𝑛 menuju 

tak hingga pada pertidaksamaan (5), akan diperoleh lim
𝑛→∞

|𝑛𝑑𝑛
𝑘| = 0 , atau lim

𝑛→∞
|𝑛

1

𝑘𝑑𝑛| = 0 . Diperhatikan 

bahwa karena 𝑘 ∈ (0,1) maka 
1

𝑘
> 1, akibatnya ∑

1

𝑛
1
𝑘

∞
𝑛=1  konvergen. Selanjutnya karena lim

𝑛→∞
|(

𝑑𝑛
1

𝑛
1
𝑘

)|  = 0 

dan ∑
1

𝑛
1
𝑘

∞
𝑛=1  konvergen, maka berdasarkan uji limit pada deret, diperoleh ∑ |𝑑𝑛|∞

𝑛=1  konvergen. Karena 

∑ |𝑑𝑛|∞
𝑛=1  konvergen maka {𝑥𝑛} adalah barisan Cauchy.  

Diketahui 𝑋 ruang metrik lengkap bernilai kompleks, karena {𝑥𝑛} barisan Cauchy, maka terdapat 𝑥∗ ∈ 𝑋 

sehingga lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥∗. Selanjutnya akan ditunjukkan 𝑇(𝑥∗) = 𝑥∗. Diandaikan 𝑇(𝑥∗) ≠ 𝑥∗, berdasarkan (1), 

karena 𝐹 fungsi monoton naik tegas maka  

𝑑(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦)) ≺ 𝛼. 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝛽. 𝑑(𝑥, 𝑇(𝑥)) + 𝛾. 𝑑(𝑦, 𝑇(𝑦)) + 𝜇. 𝑑(𝑥, 𝑇(𝑦)) + 𝐿. 𝑑(𝑦, 𝑇(𝑥)),    (6) 

akibatnya  

𝑑(𝑥∗, 𝑇(𝑥∗)) ≾ 𝑑(𝑥∗, 𝑥𝑛+1) + 𝑑(𝑇(𝑥𝑛), 𝑇(𝑥∗))  

 ≺ 𝑑(𝑥∗, 𝑥𝑛+1) + 𝛼. 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) + 𝛽. 𝑑(𝑥𝑛, 𝑇(𝑥𝑛)) + 𝛾. 𝑑(𝑥∗, 𝑇(𝑥∗)) + 𝜇. 𝑑(𝑥𝑛, 𝑇(𝑥∗)) 

 +𝐿. 𝑑(𝑥∗, 𝑇(𝑥𝑛))  

 = 𝑑(𝑥∗, 𝑥𝑛+1) + 𝛼. 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) + 𝛽. 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) + 𝛾. 𝑑(𝑥∗, 𝑇(𝑥∗)) + 𝜇. 𝑑(𝑥𝑛, 𝑇(𝑥∗)) 

 +𝐿. 𝑑(𝑥∗, 𝑥𝑛+1).                (7) 

Selanjutnya karena lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥∗, maka jika pertidaksamaan (7) dikenakan limit untuk n menuju tak hingga 

diperoleh 

|𝑑(𝑥∗, 𝑇(𝑥∗))| ≤ |𝛾. 𝑑(𝑥∗, 𝑇(𝑥∗))| + |𝜇. 𝑑(𝑥∗, 𝑇(𝑥∗))| = |𝛾 + 𝜇||𝑑(𝑥∗, 𝑇(𝑥∗))|.        (8) 
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Perhatikan bahwa 0 ≺ 1 − 𝛾 − 𝜇  atau 𝛾 + 𝜇 ≺ 1 , akibatnya |𝛾 + 𝜇| < 1 , sehingga berdasarkan (8) 

diperoleh |𝑑(𝑥∗, 𝑇(𝑥∗))| ≤ |𝛾 + 𝜇||𝑑(𝑥∗, 𝑇(𝑥∗))| < |𝑑(𝑥∗, 𝑇(𝑥∗))| yang merupakan suatu kontradiksi. Jadi 

haruslah 𝑇(𝑥∗) = 𝑥∗. 

Selanjutnya akan dibuktikan ketunggalan titik tetapnya jika 𝛼 + 𝜇 + 𝐿 ≾ 1  dipenuhi. Andaikan terdapat 

𝑦∗ ∈ 𝑋 sehingga 𝑇(𝑦∗) = 𝑦∗ dengan 𝑥∗ ≠ 𝑦∗. Berdasarkan (6) diperoleh 

     𝑑(𝑥∗, 𝑦∗) ≺ 𝛼. 𝑑(𝑥∗, 𝑦∗) + 𝛽. 𝑑(𝑥∗, 𝑥∗) + 𝛾. 𝑑(𝑦∗, 𝑦∗) + 𝜇. 𝑑(𝑥∗, 𝑦∗) + 𝐿. 𝑑(𝑦∗, 𝑥∗), 

   ⇒ 𝑑(𝑥∗, 𝑦∗) ≺ (𝛼 + 𝜇 + 𝐿)𝑑(𝑥∗, 𝑦∗) ≾ 𝑑(𝑥∗, 𝑦∗), 

yang merupakan suatu kontradiksi. Jadi dapat disimpulkan bahwa 𝑇 memiliki titik tetap tunggal. ∎ 

 

Akibat 7. Diberikan ruang metrik lengkap bernilai kompleks (𝑋. 𝑑) dan pemetaan 𝑇: 𝑋 → 𝑋. Jika  

 𝑑(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦)) ≾ 𝛼. 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝛽. 𝑑(𝑥, 𝑇(𝑥)) + 𝛾. 𝑑(𝑦, 𝑇(𝑦)) + 𝜇. 𝑑(𝑥, 𝑇(𝑦)) + 𝐿. 𝑑(𝑦, 𝑇(𝑥)), 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dengan 0 ≺ 𝑑(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦)), di mana 0 ≾ 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜇, 𝐿, 𝛾 ≠ 1, dan 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 2𝜇 = 1 

maka 𝑇 memiliki titik tetap. Lebih lanjut, jika 𝛼 + 𝜇 + 𝐿 ≾ 1, maka 𝑇 memiliki titik tetap tunggal 𝑥∗ ∈ 𝑋 

dan untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋, barisan {𝑇𝑛(𝑥)} konvergen ke 𝑥∗. 

 

Akibat 8. Diberikan ruang metrik lengkap bernilai kompleks (𝑋. 𝑑) dan pemetaan 𝑇: 𝑋 → 𝑋. Jika terdapat 

0 ≺ 𝑟  dan 𝐹 ∈ ℱ𝑐  sehingga 𝑟 + 𝐹 (𝑑(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦))) ≾ 𝐹(𝑑(𝑥, 𝑦)) , untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  dengan 0 ≺

𝑑(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦)) , maka 𝑇  memiliki titik tetap tunggal 𝑥∗ ∈ 𝑋  dan untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 , barisan {𝑇𝑛(𝑥)} 

konvergen ke 𝑥∗. 

 

Karena ruang metrik lengkap bernilai kompleks lebih umum daripada ruang metrik lengkap, maka dari 

Teorema 6, Teorema yang telah dibuktikan oleh Cosentino dan Vetro [5] pun dapat terbukti, berikut adalah 

teoremanya. 

 

Akibat 9. Diberikan ruang metrik lengkap (𝑋. 𝑑) dan pemetaan 𝑇: 𝑋 → 𝑋. Jika terdapat 𝐹 ∈ ℱ  pada 𝑋, 

dan 𝑟 > 0 sehingga 

𝑟 + 𝐹 (𝑑(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦))) ≤ 𝐹 (𝛼. 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝛽. 𝑑(𝑥, 𝑇(𝑥)) + 𝛾. 𝑑(𝑦, 𝑇(𝑦)) + 𝜇. 𝑑(𝑥, 𝑇(𝑦)) + 𝐿. 𝑑(𝑦, 𝑇(𝑥))),  

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dengan 𝑑(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦)) > 0 , di mana 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜇, 𝐿 ≥ 0, 𝛾 ≠ 1, dan 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 2𝜇 =

1, maka 𝑇 memiliki titik tetap. Lebih lanjut, jika 𝛼 + 𝜇 + 𝐿 ≤ 1, maka 𝑇 memiliki titik tetap tunggal 𝑥∗ ∈

𝑋 dan untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋, barisan {𝑇𝑛(𝑥)} konvergen ke 𝑥∗. 

3. Kesimpulan 

Berdasarkan hasil pembuktian teorema di atas, dapat disimpulkan bahwa pemetaan kontraksi-𝐹𝑐  tipe 

Hardy-Roger di ruang metrik lengkap bernilai kompleks memiliki titik tetap tunggal dengan syarat 𝛾 ≠ 1, 

0 ≾ 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜇, 𝐿 , dan 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 2𝜇 = 1 , maka 𝑇  memiliki titik tetap. Lebih lanjut, jika 𝛼 + 𝜇 + 𝐿 ≾ 1 , 

maka 𝑇 memiliki titik tetap tunggal 𝑥∗ ∈ 𝑋 dan untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋, barisan {𝑇𝑛(𝑥)} konvergen ke 𝑥∗. 

Karena ruang metrik lengkap bernilai kompleks lebih umum daripada ruang metrik lengkap, maka dengan 

mengganti ruang metrik lengkap bernilai kompleks menjadi ruang metrik lengkap, diperoleh beberapa 
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akibat di antaranya adalah teorema yang telah dibuktikan oleh Cosentino dan Vetro. Mengingat banyaknya 

jenis pemetaan lain pada ruang metrik yang telah dibuktikan eksistensi titik tetapnya, maka dapat diteliti 

lebih lanjut jenis pemetaan tersebut di dalam ruang metrik bernilai kompleks.  
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